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Jusqgu’ici,
longueurs sans
unités ni mesures.
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Marijon

Géométrie du Brevet
élémentaire,

1935

Hatier,
Programmesde 1920

Remarque ayantsuscité la
colere d’'Henri Lebesgue...
ainsi que la définition du
rapport de deuxlongueurs
donné surla diapo
suivante...

RAPPORT DE DEUX LONGUEURS 163

auz longueurs A'B', C'D’, E'F'..., si le rapport de deux longueurs
de la 1t série est égal au rapport des longueurs correspendantes
de la 2¢ série.
Soit une proportion entre longueurs, AB, CD, A'B/, C'D’ :
AB A'B
D =
Cette proportion entraine, d’aprés le n° 264, la proportion
correspondante entre les nombres I, m, I, m' qui mesurent
ces quatre longueurs :
l U > 9
n=m o
Inversement, la derniére proportion entraine la premiére.
Or, la proportion (2) étant une proportion entre quatre nom-
bres, nous pouvons faire subir & cette proportion certaines
transformations.
En particulier, elle entraine les suivantes :
I r
pm e DR g
l m -0 m—m
Comme ! + I' mesure la somme AB + A'B’, I — I’ la diffé-
rence AB — A’B’,.... et comme, d’autre part, les rapports des
nombres mesurant des longueurs sont égaux aux rapports de
ces longueurs, les égalités (3) entrainent les proportions :
AB (95 6) AB + A'B" CD + C'D’
AB ~Cr * AB_AD - CD
En d’autres termes : On peut faire subir auzx proportions entre
longueurs les mémes transformations quaux proportions enire
nombres. :

RemarQuE. — On observera que I’égalité des produits des extrémes
et des moyens, qui constitue la propriété fondamentale des propor-
tions numériques, n’a plus aucun sens quand ils’agit d une proportior
entre longueurs. Le produit AB X C’D’, de deux longueurs, n'a aucun
sens : dans la définition d un produit, on suppose essentiellement que
le multiplicateur est un nombre abstrait.

267. — Si nous considérons en particulier deux séries de lon-
gueurs proportionnelles. AB, CD, EF,... A'B’, C'D’, E'F'...,
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Henri Lebesgue etla mesure des longueurs

!
B &
A
A A 13 BA
_4 A : B
Up=4 - y
: A, | By

De méme que, lorsqu’on compte les éléments d’'une collection, « un nombre
entier peut étre considéré commele résultat de 'opération expérimentale de
dénombrement parce qu’il en estle compte-rendu complet », un nombre réel
est « le compte-renducompletde cette suite indéfinie d’'opérations » faites
lorsqu’on mesure un segment AB avec un segmentunite U.

« Au segment AB, on associe une suite de chiffres avec virgule, par exemple
3,7602... que nous appellerons un nombre. Réciproguement, toute suite de
chiffres indéfinie vers la droite et comportantune virgule est-elle un nombre ?

C’est-a-dire provient-elle de la comparaison d’'un segmentABa U ? ... »
Tomes XXX1 (1931) a XXXV (1935) de L'enseignement mathématique.



Introduction de R
et de la séparation
affine / affine euclidien



Cagnac, Ramis, Commeau,
Nouveau coursde
mathématiques spéciales,
Tome 3, Géométrie,
Masson, 1967.
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65. La construction de la géométrie élémentaire. — 1° La géomé-
trie élémentaire, telle qu’elle a été présentée au lecteur dans les classes secon- -
daires, peut étre schématisée de la fagon suivante :

I. On part d’un ensemble E, dit espace, dont les éléments sont appelés
poihts; on distingue certains sous-ensembles de E, sous le nom de droites et
plans.

II. On impose une premiére série d’axiomes (de géométrie affine), qui
lient les points, droites et plans de E.

III. On introduit, sur I’ensemble des bipoints de E, une relation linéaire &,

dite équipollence et on démontre qu’il s’agit d’une relation d’équivalence.
=S
L’ensemble quotient E = %

& est dit ensemble des vecteurs de E.

-
V. On- munit E

a) d’une loi de composition interne qui est une loi de groupe additif;
b) d’une loi de composition externe, la multiplication par un nombre réel,
=
de telle sorte que E se trouve muni d’une structure d’espace vectoriel sur le
corps R.

A ce stade de I’étude, on peut énoncer et démontrer des théorémes d’ou

il résulte que I’application associant au bipoint (P, Q) de E, le vecteur I_’E deE
vérifie les trois axiomes de structure d’espace affine que nous avons énonceés
au no 48. Autrement dit : I’espace de la géométrie élémentaire peut étre muni
d’une structure affine, au sens ol nous I’entendons dans cet ouvrage.

V. Dans une seconde partie, on impose une seconde série d’axiomes (de
géométrie meétrique).

On peut alors démontrer que, moyennant le choix d’une unité de longueur,

P’espace de la géoméirie élémentaire est devenu un espace affine euclidien, au
sens oil nous ’entendons dans cet ouvrage : cela résulte du fait que le produit
scalaire, au sens de la géométrie élémentaire, est associé & une forme bili-
néaire symétrique, telle que la forme quadratique associée est définie
positive.
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20 Inversement, on peut démontrer que, le corps de base étant celui des
réels, tout espace affine de dimension 3, au sens ol nous ’entendons dans cet
ouvrage, vérifie les axiomes de la géoméirie élémentaire. Il n’y a pas de diffi-
culté en ce qui concerne les axiomes affines dont nous avons parlé au 1°, II;
c’est ainsi que, par exemple, les propositions qui font I’'objet de nos théoremes I,
III, IV du n° 56 et du théoréme du n° 52, sont en général adoptés comme
axiomes de la géométrie élémentaire. La vérification des axiomes meétriques,
dont il a été question au 1°, est en revanche plus délicate. La comparaison
de 1’axiomatique de la géométrie élémentaire et de celle que nous avons
adoptée ici n’est d’ailleurs pas de notre propos.
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DEUXIEME PARTIE

GEOMETRIE

29/04/2016

CHAPITRE XI

ELEMENTS DE GEOMETRIE EUCLIDIENNE

Ce chapitre est conforme aux programmes Alet A2.
(Il ne s’adresse pas aux lecteurs qui se sont conformés

au programme A'2 et pour lesquels la géoméirie vient
de faire Pobjet d’une construction axiomatique).

I. POINTS ET DIRECTIONS EN GEOMETRIE AFFINE

Visibilité de "'unité de longueur - A. Pressiat
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I121. Définitions métriques relatives aux vecteurs. — 1° Module
d’un vecteur. — En géométrie métrique on sait comparer des segments
de droite de direction quelconque; a 1’aide d’un segment-unité, défini indé-
pendamment de sa direction, on sait mesurer tout segment de droite, en trouver
la longueur. ‘

O étant ’origine du repére, soit OM un représentant du vecteur (libre) V;
la longueur du segment OM, connue grace au choix d’un segment-unité, s’ap-
pelle module (ou longueur) du vecteur; on le note

“ v ”, l v ’ ou simplement V.

Les vecteurs unitaires relatifs a des directions différentes sont associés a

des segments tous égaux au segment-unité. |
e -
Soit i un vecteur unitaire ayant la direction de V; en géométrie affine,
_>

= S
on définit la mesure -algébrique V de V pour i, et on note

> ——

V=N,
Le module du vecteur est alors la valeur absolue du nombre réel \_/' -

- = :
|7 — || =V
module du vecteur valeur absolue de la
mesure algébrique

20 Angle de deux vecteurs. — La géométrie métrique introduit I’angle
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One way to learn a lot of mathematics is by reading the first chapters of many

books.
Paul R. Halmos

La translation étant ainsi définie sans l’aide de la rotation, on
peut encore donner du plan et de la droite, une définition qui ne
fasse intervenir que la notion qu’on vient d’éclaircir. En effet, soit
a une translation qui améne A, en A,; alors A, va en A,, A, en A,,
etc.; A, de plus vient de A 4, A_, de A_, . Nous obtenons ainsi, non
pas une droite, mais une suite discréte de points équidistants. Si
n est un nombre entier, il existe une translation %r qui, si on Vap-.
plique n fois donne le méme résultat que si 'on effectue a. Nous
trouvons alors, en l'appliquant & A,, un nombre de points n fois:
plus grand sur la droite & construire. Si nous prenons pour n, tous
les nombres entiers, nous obtiendrons un ensemble de points de
plus en plus dense. La ligne droite, pouvons-nous dire, en passant
3 la limite et en invoquant notre intuition du continu, résulie de la
_méme translation infinitésimale répétée indéfiniment,-ainsi que son.
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inverse. Un plan résulte de la translation d’une droite g le long
d’une autre h; si g et h sont deux droites qui se coupent en Ay, on
applique & g toutes les translations qui conservent h; ’ensemble des
droites ainsi obtenu a partir de g forme le plan (g, h).

La construction logique de la géométrie est ordonnée plus snnple-
ment, si I’on borne la notion de representatlon congruente a celle
de translation (§§ 2, 3). Nous obtiendrons ainsi une géométrie dite
affine dans les cadres de laquelle la notion générale de congruence
sera introduite (§ 4). L’intuition nous ayant donné les notions néces-
saires, nous entrons de suite dans le domaine de la mathématique
déductive.

TR e,

§ 2. — Les bases de la géométrie affine.
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Théme 1: Proportionnalité et non-proportionnalité

P1

P2

P9

Des situations dans lesquelles existent ou non des
relations de proportionnalité.

Comment reconnait-on une situation de proportionna-
lité.

Recherche de coefficient de proportionnalité.

A la poste.

Relation « prix-poids ».

Extrait d’annonce : relation « prix-superficie ».
Mesure de I'épaisseur d’'une page d’un livre.

Suites de décimaux proportionnels - Recherche de
coefficients de proportionnalité.

Recherche de nombres proportionnels.

Théeme 2 : Pourcentage

P10
P11
P12
P13
P14
P15
P16
P17
P18

Remises et taxes.

Calculs de prix.

Augmentation du colt de la vie.

Le prix de la baguette de pain dans quelques années.
Un remboursement de sécurité sociale.

Une offre publicitaire.

Statistique de classe.

Les opérateurs fractionnaires.

En vacances.

Théme 3 : Autres coefficients de proportionnalité

P19
P 20
P 21

P22

Faire des mathématiques
Deledicg-Lassave
Cédic 6°-1977

Développements de bicyclettes.

Echelle des petites voitures.

Agrandissement d’un dessin : coefficient d’agrandis-
sement.

Une facture de gaz: taux de la TVA.
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Théme 1: Mesurer des longueurs

M1
M2
M3
M4
M5

M9
M 10

Unités usuelles de longueur.

Conversions.
Bien écrire des longueurs.

Evalue le monde qui t’entoure.
Des unités sous-entendues dans des longueurs

d’objets usuels. [t N
Mesure ton corps.

Pointure et longueur du pied.
Les pistes concentriques d’un stade de course a pied.
Histoire de roues.

Ficelons la terre. M

Théme 2 : Mesurer des aires

M 11
M2
M 13
M 14
M 15
M 16
M 17
M 18
M 19

M 20
M 21
M 22

Comparer des surfaces librement.

Mesure d’aires.

Aire de surfaces tracées sur quadrillage. LAAL
Conversions.

Calculer les aires de surfaces d’objets usuels.
Terrains.

Mesure de l'aire d’un rectangle.

Relation entre longueur et aire.

Relations entre les aires de surfaces de méme
périmétre.

Décomposition ‘d’'une surface.

Un plan d’appartement.

Des chemins.

M 23-M 24 Aire du triangle.

M 25
M 26
M 27
M 28
M 29

Longueur et aire.

Aire du secteur de disque.
Aire de la France.

Partage en aires égales.
Aire du trapeze.

Théeme 3 : Mesurer des angles

M 30
M 31
M 32
M 33
M 34
M 35
M 36
M 37

Somme des mesures des angles d'un triangle.
Somme des mesures des angles d'un polygone.
Le -billard.

Longueur d’un arc de cercle.

Football - angle de tir et usage du rapporteur.
Conversions des degrés en minutes et secondes.
Addition de mesures d’angles.

Conversion grades-degrés.

Visibilité de "'unité de longueur - A. Pressiat
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THEME 1 : MESURER DES LONGUEURS

mesure

M1 Unités usuelles de longueur en km

Ecris toutes les unités de longueur que tu connais, ou que tu as su
trouver dansune encyclopédie.
Fais correspondre a chaque unité son abréviation légale.
Que signifient les préfixes: « déca », « hecto », «Kkilo » ?
et les préfixes : «déci», «centi», « milli»?

mesure
en dam

M2 Conversions

mesure en km

Complete les deux schémas
suivants, en y placant des
décimaux convenables. —— |-------—-- bommmm e e

dictionnaire

mesure
en m

Que signifient les fléches ?
Complete-les !

mesure
en cm

mesure en mm

mesure en km mesure en m mesure en cm mesure en mm

" : 32,20
Compleéte aussi le tableau
suivant (sur une ligne figu- 0,02
rent les mesures d’un méme 317
segment).

0,107
a
b

M 3 Bien écrire les longueurs!

Les écritures suivantes sont-elles correctes ou incorrectes ? Corrige-
les dans le second cas en justifiant les raisons de ta correction :
8 cms; 12 dm; 26 Hm ; 62 mm ; 26 MM ;

475 m; 38 met Scm; 4 M; 43 cm 5; 29 kms.

M 4 Evalue le monde qui t’entoure b4

& o &

Evalue «a I'ceil » la hauteur d’une table, d’une chaise, les dimensions double décimétre

metre ruban
éventuellement :

d’une armoire, d’une porte, d’une fenétre, de ta salle de classe ou de
ta chambre, de ton stylo, d’une piéce de 5 F (diamétre et épaisseur)...
Mesure ces objets.
Compare a) ton évaluation et ta mesure,

b) ta mesure et celles de tes camarades.

Visibilité de "'unité de longueur - A. Pressiat
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Theme 1: Repérage sur une ligne

R1 Observation d'objets gradués.

R2-R3 Graduation d’une demi-droite et d’'une droite.

R 4-R5 Inégalités et demi-droite graduée : résoudre des
« inéguations ».

R6 Repérage sur une ligne courbe: graduation d'une
spirale.

R7 Numérotage de rue.

Théme 2 : Cartes et plans

R8 Carte de France et quadrillage.
R9 Quadrillage et jardins de Versailles.
R 10 Repérage sur un atlas.

R 11 Repérage « polaire » de I'Afrique.

Théme 3 : Activités sur quadrillage

R 12 Quadrilatéres a dessiner sur quadrillage : trouver des
coordonnées.

R 13 Dessins de lettres sur quadrillage.

R 14 Chercher la mairie.

R 15 Une partie de morpion.

R 16 Un quadrillage oblique.
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THEME 1: REPERAGE SUR UNE LIGNE -
cm‘é’ﬂ'.'-'éim s g 9
:;::::E 17e siécle
R1 Observe les objets gradués ci-dessous
5 0
MOYEN AGE 000
H | J 4 0
glnllmllml|||i‘lIHIHHI||H|HH]H|1||H|lrl||||H|\|m]llH|l||1|l|ll||m|m|\ —
1 2 3 4 S| 6 7 8 9
aissance 3 o
0 1 2 3 o de J.C
Las 0
||||||h|||1llhl(h||||l|I|||||I;l|I1hlull]lll'lhlxlllilll[lILIIIIIILthLhIIIl‘|h[||l|1lllllllllllllll G = 0
K .
1000 av J.E.
un triple décimétre portant deux graduations : I'une en = 1 0
centimétres, I'autre en unités anglaises.
=
= 0 [o]
2000 av J.€.
=
1 (o]
=
- 3000 av 4.8.
une échelle des temps un thermometre
Un compte tours de voiture
1. Dans tous ces exemples, nous sommes en présence de deux
ensembles.
Le premier ensemble est un ensemble de points, ou de traits, ou de
divisions...
Le second est un ensemble de nombres.
Précise pour chaque exemple, les ensembles dont il s’agit (quels
nombres ? quels traits ?)
2. Cherche d’autres exemples d’objets réguliérement gradués.
3. Nous avons placé sur les objets dessinés les points A —
A.B,C,D,E,F,GH,L,... P
Quel est leur «repérage » ?
1) droite graduée

R 2 Graduation d’une demi-droite

Décalque la demi-droite d’origine A dessinée ci-contre.

Gradue-la et indique le « repérage » de chaque point marqué sur le
dessin.

Compare ta graduation et celles de tes camarades.

Avez-vous gradué « pareillement » ?

Comment « passe-t-on » d’une graduation a P'autre ?
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M5 Des unités sous-entendues

Dans le langage courant, tu as entendu les expressions suivantes.
Quelles sont les unités sous-entendues ?

une cuisine de 4 sur 5 ;

une feuille de classeur 21 x29,7 ;

une course de 400 ;

une pellicule photographique 24 x 36 ;

une feuille de contreplaqué de 5 ...
Cherche d’autres exemples.

M6 Mesure ton corps
double décimetre
1. Mesure le diamétre de ton pouce : x ficelle (ou pied a coulisse)
Mesure la longueur de son tour: y
Chaque éléve de la classe fait la méme mesure - Faites un tableau.

i y Graphique !
Calcule aussi — raphique
X

2. Fais le méme travail avec d’autres mesures :
x est la longueur de la main
y est la largeur

(Mettez-vous d’accord sur ce qu’il faut mesurer.)

3. x est la longueur du pied
y est la distance entre le pouce et le petit doigt, main écartée
Cette derniére mesure est trés pratique ; tu as intérét a connaitre sa
valeur pour ta main droite ; on I’appelle « empan ».
Et alors ?

M7

Voici une relation « pointure-longueur de pied » établie par un

fabricant de chaussures.

1. Contrble avec les éléves de ta classe ce tableau. L4 triple décimetre

2. On admet que la pointure d’une chaussure s’obtient en ajoutant a
la longueur du pied, en cm, la moitié de cette longueur. Est-ce vrai
pour ce tableau ?

3. As-tu trouvé le moyen de calculer la pointure lorsque tu connais la
longueur du pied ?

CHAUSSURES %

Prendre la mesure %
de votre pied com-
me indiqué sur le
croquis et reportez-
vous au tableau ci-
dessous.

cm |19 |19,6( 20,3 |21 | 21,6 |22,3 | 23 | 23,6 | 24,3 | 25 | 25,6 26,3 | 27 | 27,6 | 28,3
point (30 |31 |32 33|34 |35 |36(37 |38 |[39|40 |41 |42(43 |44
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Fairedes
mathématiques
3e

Deledicq
Lassave,

C & D. Missenard
Cédic — 1980.
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Distance

e Choisir une unité de longueur dans le plan § permet de définir
une application appelée distance :

d:7xF - R+

Dans la pratique, lorsqu’aucune confu-
sion n’est possible, il est commode de
noter AB a la place de d (A, B).

B
(A, B) — d (A B).
Propriétés : A, B, C étant trois points,
- d(AB)=0 A=B TON
=d(A;B) =
—d(AC<d(  (inégalité triangulaire). - c
e Distance et alignement : énoncé du plus court chemin.
M, A, B étant des points, Ay M Bl

M e [AB] d (A, M) +d (M, B) =d (A B).
e Distance et parallélisme : cotés d’un parallélogramme.
A, B, C, D étant quatre points non alignés,

(AB) // (CD) AB = CD
et et
(AD) // (BC) AD = BC

e Enoncé des milieux et une réciproque

ABC étant un triangle,

B’ est le milieu de [AB] (B’C") // (BC)
et et
D ¢ est le milieu de [AC] *¥ B =1/2BC
B’ est le milieu de [AB]
C e [AC] Alors) C’ est le milieu
(B'C") // (BC) de [AC]

e Distance et orthogonalité : médiatrice

Définition : la médiatrice d'un segment est la perpendiculaire 3 ce
segment en son milieu.

Propriété : la médiatrice d'un segment est I'ensemble des points
du plan équidistants des extrémités du segment.
e Distance d‘un point & une droite

Si D est une droite et P un point, la plus petite des distances de P
a un point de D est celle de P a son projeté orthogonal sur D.

Cercle

Définitions :

e O étant un point, r étant un réel strictement positif, le cercle de
centre O et de rayon r est I'ensemble des points du plan dont la
distance a O est r.

e Le disque de centre O et de rayon r est I'ensemble des points
du plan dont la distance a O est inférieure ou égale a r.

GEOMETRIE - DESSINER ET JUSTIFIER

projeté orthogonal‘]
de P sur D J

Visibilité de "'unité de longueur - A. Pressiat
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Introduction de la notion de
distance

Aux Etats-Unis, Birkhoff et son axiomatique : régle graduée
avec des nombres réels, rapporteur, triangles semblables (et
iIsomeétriques), parallélisme... Son manuel scolaire avec son
collegue Beatley, professeur de sciences de I'éducation.
1933, 1940-1941, 1959. Chelsea Publishing Company.

Ouvrage de Millmann et Parker : Geometry - A metric
approach with models (Springer, 1981, 1991)
Reprend I'approche de Birkhoff, en la généralisant.
Géométrie neutre ou absolue.

Le plan muni de la “taxi-distance” n’en est pas une.

Blumenthal caractérise le plan euclidien en tant qu“espace
metrique” au sens de Fréchet dans son ouvrage “Amodern
view of geometry”, Dover, 1961 ety traite de bien d’autres
choses (affine, projectif...).



Queysanne-Revuz, Seconde CT, 1972

a) Distance définie sur P. Isométries de P,

Définition.
On appelle distance définie sur un plan P, ensemble de points, toute application d

de P x P sur R, vérifiant les propriétés suivantes :
D;. Quelles que soient A et B de P on a

d(A B) =0 = A= B.

Dy. Quels que soient Aet BdePona
d (B, A) = d (A B).

D;. Quels que soient A, B,CdePona
d8) Ce[A B] => d(A.B)=d (A C)+ d(C, B),
b) Ce¢[A B] == d(AB)<d(AC)+ d(C.B).

D,. Quelle que soit la demi-droite [0, A) de P et quel que soit le nombre rée! positif x
il existe un point unique M € [0, A) telque d (O, M) = x.

Le nombre d (A, B) = d (B, A) est appelé distance des points A et B. Le plan P muni
d'une distance est appelé plan métrigue.

D’ou ce D, sort-il ?
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Annie Cousin-Fauconnet:
Enseignerla géométrie au college
Armand Colin — 1995

Partie théorique pour le professeur
eurs et distances dans I’espace E muni de I’application d

| a relation définie entre deux segments [AB] et [CD] par d(A,B) = d(C,D) est évidem-
: réflexive, symétrique et transitive : ¢’est donc une relation d’équivalence, et elle per-
d'introduire, par classe d’équivalence interposée, la notion de longueur d’un segment :

on dira que les segments [AB] et [CD] ont méme longueur, ou que la distance de A a B
¢gale 2 la distance de C a D, si d(A,B) = d(C,D),

on dira que d(A,B) est la mesure, donnée par d, de la longueur du segmept [AB], mais,
habituellement, on introduira un segment [OI] tel que d(O,I) = 1, et on dira que d(A,B)
12 mesure de la longueur du segment [AB], I’'unité de longueur €tant OL

Si d’ est une autre application vérifiant les axiomes, et telle que d(A,B) = d(C,D)
ine d’(A,B) = d’(C,D), alors il existe un réel positif k, tel que d’ =k d.

Qu’il est difficile de parler de distances sans parler de longueurs,
d’unité de longueur, et de mesures de longueurs...
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Programmes de 1985 (en college)

J. Lelong-Ferrand dans “Les fondements de la géométrie” (PUF, 1985) réhabilite la
guestion des grandeurs et de leur mesure.

29/04/2016

Elle commence par la construction des réels a partir des développements déci-
maux illimités, aprés avoir évoqué le lien entre ces derniers et le probléme
de la mesure des grandeurs. Aprés avoir construit [R, elle revient plus préci-
sément sur ce probléme. Résumons I'essentiel, pour ce qui nous concerne.
Une grandeur physique mesurable (masse, longueur, ...) peut s’interpréter
mathématiquement comme un demi-groupe abélien ordonné (la loi étant
notée +), que I'on transforme, par le procédé de symétrisation, en groupe
abélien ordonné G. (Ce qui revient & orienter la grandeur et a lui adjoindre
des éléments dits «négatifs».)
Si ce groupe est archimédien, c’est-a-dire :
si pour tout couple (a, b) d’éléments de G tel que a > Og,
il existe un entier n tel que na > b
(na désigne la somme de n termes égaux a2 a:a + a + ... + a).

.on démontre que :
pour tout a de G tel que a > Og,
il existe un homomorphisme de groupes strictement croissant h,

et un seul de (G, +) dans (R, +) tel que h; (@) = 1.

g désignant un élément de G, h, (g) est la mesure de g
quand on prend a comme unité.
g

C’est par définition le quotient de g par a que I'on note = .
a
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Danslecasou G = [R:
quelque soitleréela > 0, il existe un homomorphisme de groupes stric-
tement croissant h, et un seul de (IR, +)dans (R, +)telque h, (a) = 1.
[R ayant de plus de «bonnes» propriétés, il en résulte que h, est bijectif,
propriété que 'on peut utiliser pour définir la multiplication.

On peut alors demontrer que h, (b) est tel qu'en le multipliant par a,

on obtient b, c’est-a-dire que h; (b) = g.

Dans cette présentation, le quotient du réel b par le réel a, égal a h, (b), appa-
rait avant leur produit (égal a h,=1 (b)), phénomeéne a relier au fait que le quo-
tient de deux grandeurs a une signification physique alors que le produit de
deux grandeurs n’en a pas (du moins pas de maniére immédiate!).

Mme Lelong-Ferrand termine le chapitre en signalant que cette présentation
de R «n’utilise que la théorie des décimaux et non celle des fractions, @Q
apparaissant comme ensemble des quotients d’'entiers» et qu’elle «justifie
le point de vue des récents programmes de premier cycle ou I'on admet une
notion assez vague (mais suffisante!) de nombre réel et ot I'on considére les
rationnels comme des quotients ».

En Sixieme, ce point de vue conduit a mettre I'accent sur les quotients de

décimaux.
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Bareil —Zehren
Hachette
1986

Classe de 6°

Périmetre et
addition des

longueurs, sans
unité ni mesures.
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Si tu parcours, une fois, les cotés d’un polygone, la longueur totale
parcourue est le pne.

Pour l’obtenir sans mesurer, il suffit de reporter et d’ajouter des longueurs.
Faisons-le pour un-triangle ABC (Cf. figure 1).

- ~

\

\

1

1

E  Figure 1
Nous avons reporté, au compas, sur la droite (BC) :

— la longueur BA en BD,

— la longueur CA en CE.

Le périmetre du triangle est alors la longueur DE, somme des trois
longueurs BD, BC, CE.

Vocabulaire et notations

On simplifie habituellement «longueur BA» en «BA», «longueur BD »
en «BD », etc.
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1/LONGUEURS ET PERIMETRES 27

On écrira donc « BA=BD» pour «longueur BA =longueur BD », etc., et
DE =DB+BC+ CE =AB+ BC + CA. )
@® On marque sur la figure I’égalité des longueurs BA et BD en «barrant de
la méme facon » les deux segments [BA] et [BD].
De méme pour CA et CE.
Deux segments, différents, de méme longueur sont «super-
posables » : ils ne sont pas «égaux ».
Pour obtenir D, on a «prolongé le segment [CB], vers B, d’une longueur
BD égale a BA ». Dis ainsi comment on obtient E.

Pour simplifier, nous dirons «dessiner une longueur » au lieu de «dessiner
un segment ayant cette longueur-la ».

o L3 o /7

3 Activité
Dessine, au compas, deux segments [BA] et [BC] de méme longueur,
avec B, A, C non alignés.
(A Cela ne fait qu’un point B : Cf. page 16.)

@ Construis (dessine, sans tAtonnements), comme ci-dessus, le périmétre DE
du triangle ABC. Marque bien toutes les égalités de longueurs.

Question  Qu’est B pour le segment [DC]?

4/ Cas du triangle équilatéral

(« Triangle équilatéral » : Cf. page 47.)
® 1. figure 1 donne alors, par exemple, la figure 2, et DE =BC X3 =3BC.

/ B y/A ¢ / £ 4
[ va } +# { A |  Figure 2

Nous avons aussi BC = DE :3 = 1DE («%DE » se lit «un tiers de

3
DE »).
@® SiBCestla longueur 2,25 cm , compléte : DE = ... cm.

Division d’une m -U“ deu -i-éme pmbleme
longueur sans "1 Probléme

Diviser, sans mesurer, une longueur par un entier.
mesurer... o s 2 ,
L Exemple : Prenons la longueur 10 cm et divisons-la par 7 (fais ce qui

29/04/2016 Visibilité de I'unité de longueur - A. Pressiat

33



Choix d’une
unité
et mesures...

29/04/2016

1/LONGUEURS ET PERIMETRES

suit, au fur et a mesure, en utilisant un quadrillage quelconque et en

observant la figure 3) :

— prenons un réseau quadrillé de 7 wdes de bords extrémes D et A;

— marquons A, sur D, et B, sur A, tels que AB=10cm et tragons le
segment [AB];

— les 7 bandes ¢

et

Figure 3

@ Remarque 1:°Situ as a diviser une longueur déja dessinée :

— reporte-la sur ton quadrillage (avec un compas par exemple);

__ ou bien, utilise un «quadrillage mobile» : quadrillage sur calque,
bande de papier, ...

Remarque 2 : (figure 3) Les «interlignes» du quadrillage donnent

28 bandes (pourquoi?) entre les droites D et A. De 12 la division de la

longueur AB par 28.

Exercice 1: Indique comment tu utiliseras un quadrillage pour obtenir

le milieu d’un segment.

Exercice 2 : Divise, avec un quadrillage, la longueur 8 cm par 3 (prends

des bandes de largeur 2 carreaux).

A propos de mesures
(Cf. figure 3.)
—_ Prenons la longueur centimétre comme unité de longueur.

— La mesure de la longueur AB (ou «distance AB ») est alors 10 et nous
devrons avoir :

(Nous reprendrons cela au chapitre 3.)
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1/LONGUEURS ET PERIMETRES 29

m Mesurages et encadrements décimaux

1
®

3

" Question

" Exercice

Exemple 1: Jim, Luc, Eve, Zoé doivent évaluer, en métres. la longueur,
désignée par ¢, d'un bdtiment.
Chacun propose 11 cocadrement decimal (avec le métre pour unité) :
— «4 i dizaine» (a2 10 m prés) pour Luc: 40m<#<50m :
— «enticr» (a 1 métre prés) pour Jim: 42 m<¢<43m ;
1

— wnu dixitmes» (é o™ prés) pour Eve: £26m<{<427m ;

— aa centiRmes (é ﬁ m prés) pour Zoé : 4263 m<{ <4264 m ;

Nous avons chaque fois encadré ¢ par :

— une «approximation decimale par défant» (40 m; 42 m; 42,6 m; ...),
— une «approximation decimale pur exets» (50 m; 43 m: 42,7 m; ...).
Pour signaler la difficulté d'obtenir exactement la longueur ¢ on parlera
du «mesurage » de £.

Exemple 2 (figure 3): Donne. en mm, I'encadrement décimal entier de
la longueur AE.

Exercice : Avec I'unité mm donne les encadrements décimaux entiers des
longueurs AB, AC, BC de la figure 4.

A B C

Figure 4

Donne les approximations décimales entiére, au dixiéme, au centiéme, du
nombre 7,185.

Quel lien fais-tu entre les approximations décimales par défaut et les
troncatures?

Mesurage et «milieu d’un encadrement »

Exemple : Supposons que l'on trouve que la longueur d'une table est
comprise entre 131.4cm et 131 5cm .

On proposera 131,45 cm qui est la «moyenne » de 131,4 et 1315 .
Ce nombre est le «milieu de I'encadrement ».

Il faut fixer une valeur pour un nombre x dont un mesurage a donné
87 <x <88. Que proposes-tu?

Visibilité de I'unité de longueur - A. Pressiat

35



29/04/2016

30 1/LONGUEURS ET PERIMETRES

‘ 5 Evalue la précision de tes dessins et de tes mesurages.

Pour la figure 4 ta mesure du segment [AC] est-elle bien la
somme des mesures des segments [AB] et [BC1?

1 Marque un point A.

Place plusieurs points & 3 cm de A. Ou marqueras-tu tous les points
qui sont & 3cm de A?

E' Dessine le cercle de centre A et de rayon 4 cm.

Appelons-le : cercle ( A ; 4cm )
centre ——T L rayon

Marque un point B sur le cercle. Compléte : AB= ... cm.

3 Tout Iintérieur d’un cercle, et ce cercle-frontiere,

forment un disque : la région hachurée de la figure 5
est le disque (E ; 1,3 cm). Vérifie-le.

Figure 5

- 4 Figure 8 : diamétre =rayon X 2.

B et C sont diamétralement opposés; de méme E et F; H et G.

C E
G
cordes
H

Figure 6 Figure 7 Figure 8

rayons

A

\
centre

Exercice : Dessine deux cercles, qui se coupent en E et F. Marque le
point B diamétralement opposé & E sur un cercle et D diamétralement
opposé a E sur l'autre cercle.
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1 Deux problemes

@ On dispose d’une baguette en bois de 50 cm.

Probléme 1 : On veut la partager en baguettes de 10 cm.
Pour savoir le nombre de morceaux qu’on peut faire, on compléte :

10 cmxl:]=50 cm.

Probléme 2 : On veut la partager en 10 morceaux tous pareils. Pour savoir
la longueur de chacun, on complete : x10=50 cm.

@ Pour les deux problémes, il s’agit de compléter :

10x[...]=[...]x 10=>50.

On sait, par un calcul mental, que le nombre cherché est 5.
Ce nombre 5 est le quotient de 50 par 10 et tu sais donc I’écrire 50 : 10 ,

[...]=50:10=5.

s " 5 . L 50
Mais il existe une autre écriture de ce quotient : I’écriture — .

10
Donc, par définition :
50 50 l 50
507 IO—E 2 1&5-50 3 ﬁﬂP—SO.
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Les quotients
pour pouvoir
mesurer...

29/04/2016

3/LE QUOTIENT 53

- Exercice 2

m Y a-t-il tdujoﬁrs

Quand le numérateur et le dénominateur sont entiers, [’écriture fraction-
170

£7
Exercice 1 : Ecris la fraction dont le numérateur est 27 et dont le

naire est une «fraction». Exemple :

. - 5 5 ik 278
dénominateur est 3. Donne une écriture décimale du nombre 3
Indique au moins trois écritures fractionnaires de 5,4.

Exercice 3 : Méme consigne pour 12.

un quoti_éht?

1 Probleme

@
¥ Question

Ce n’est pas toujours aussi facile qu’au § I-1.

Par exemple, essayons de compléter : | 7% [:l =E| X7= 10.4‘

Luc affirme qu’aucun nombre décimal ne convient.

Est-ce vrai?

Eve revient aux longueurs et se souvient de la figure 3 du chapitre 1
page 28 avec son résultat :

(mesure de AE)x7=10 et cette mesure de AE existe!
Le fait que cette mesure de AE ne puisse étre un nombre décimal
i , . 10
n’empéchera pas de I’appeler le quotient de 10 par 7 et de I’écrire -

Pour le probléme posé, nous compléterons ainsi :

10 10 10
l 10.7——7— ; Ix—=10 ; 7x7—10.

2 De méme, nous aurons, par exemple :

—_
—_

M
[S]

4 11 t 4 142
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n Longueur d’un segment

a/ Mesure d'une longueur

Pour mesurer un segment :
— on choisit un segment unifé ;

— on détermine combien de fois cette unité est contenue dans le segment.

Exemple : }—“_1
A 8
s |

ettt
Le segment [AB] a pour longueur 5 v.

b/ Notation
On note CD la longueur du segment [CD].

Exemple : 0 9
| 1

Onnote CD=3cm.

¢/ Codage
Sur une figure géométrique, on indique les segments de méme longueur avec un
code. "
Exemple : //\ \\
/S E
7
A //\ c
Fd J \\/ |
F D

Ona: AB=BC; AF=CD; FE=ED.

E Unités usuelles de longueur

L'unité de longueur est le méire noté : m.
On utilise aussi les unités suivantes :

e kilométre  (km) avec Tkm = 1000 m
* hectométre  (hm) avec Thm = 100 m
e décameétre  (dam) avec 1dam = 10 m
® décimétre  (dm) avec lTdm = 0,1 m
® centimétre  (cm) avec lem = 0,01 m
® millimétre  (mm) avec Tmm = 0,001 m
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nPérimétre d’une figure

 Le périmétre d'une figure est la longueur de son contour.

Exemple
142+3+24+4+2,1+15=16 tom 2"
La figure % a pour périmétre 16 cm. ( BILD
1.5¢cm \ g \'\\ 3 em
2,1 cm/ = N \\
/// 7 4cm 24cm

Hatier 6¢- 2000
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Mesurer les longueurs en cm et,
dans le méme temps... en pouces

La notion d'étalon est importante pour comprendre la
didactique de la mesure a |'école primaire. En effet,
I'activité qui, classiquement, sert a introduire la
mesure des longueurs est la suivante : on a choisi un
étalon de longueur et on arpente divers traits a |'aide
de cet étalon. La mesure obtenue s’exprime alors soit
par un nombre entier, soit par un encadrement entre
deux entiers successifs.

Ce procédé d'arpentage est fondamental car c'est lui
qui permet de donner aux enfants l'intuition de ce
qu’est une mesure : ce trait est long comme 3 allu-
mettes, par exemple. Il est par ailleurs adapté aux
jeunes enfants parce qu'il conduit a un encadrement
par des mesures entiéres, alors que la mesure est un
rapport qui, généralement, ne peut pas s'exprimer
par un nombre entier (la diagonale du carre dont le
coté mesure 1 a pour mesure \ 2).

Examinons la progression qui est le plus souvent
adoptée aujourd’hui. On propose successivement aux
enfants les deux sortes d’activités suivantes :

29/04/2016

Puis :
A B
IHIIIII)lllllllllllllllllll”Illﬂllllllllll TTTTTITTT T ITTT IIHII
0 1 2 3 4 5 6 ¥
Le segment AB mesure ......... cm

Il n'y a pratiquement pas de transition entre une activité
et I'autre : I'enfant procéde d'abord a des arpentages
avec des unités quelconques, et lorsqu‘il rencontre une
unité conventionnelle de longueur, c'est directement
avec la régle graduée en cm, c'est-a-dire sous une

forme trés élaborée ou l'arpentage qui a permis &
mesure n'est pas facile a reconstituer mentalement.

Cette progression présente un double inconvénient :
— lorsqu'ils arpentent avec une unité quelconque, beau-
coup d'enfants n‘ont pas conscience qu'ils mesurent,
parce gu'ils ont déja une connaissance sociale du phe-
nomeéne de la mesure et que pour eux, mesurer, ¢a se
fait «avec la régle et avec des cm»;

— lorsqu'ils mesurent avec la régle graduée, ils ne font
aucun lien entre cet outil et le résultat d’un arpentage
a l'aide d'un étalon d'1 cm.

Livre du maitre J'apprends les maths CE2,
2003 - Retz.
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Du coup, lorsqu’on demande aux enfants de « mon-
trer 1 cm sur la régle», ils montrent le plus souvent
I'intervalle entre 0 et 1 (voire le seul chiffre 1), mais la
longueur d'un intervalle entre 2 numéros successifs
n‘est pas aussi facilement interprétée comme 1 cm.
En fait, de nombreux enfants apprennent a se servir
d'un double décimetre par répétition de la « bonne
séquence d'actions » (je pose le O sur une extremite
du segment, je regarde a |'autre extrémité, etc.), sans
réellement comprendre la structure de cet outil. De
nombreuses erreurs attestent d‘ailleurs de la nature
de cet apprentissage : certains enfants font coincider
une extrémité du segment avec le 1 (et non le O,
d’autres avec le bord de la régle.

C’est une autre progression qui a été adoptée dans
J'apprends les maths CE2%. On y utilise de maniére
conjointe le pouce et une bande de longueur 1 cm
comme étalons de longueur. C'est ainsi que les
enfants disposent de 2 régles graduées, |'une en
pouces et |'autre en cm :

=

Cette régle est graduée en pouces

] | T | T
5 6 7 8 9

7 et

Cette régle est graduée en pouces
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On leur propose de mesurer des longueurs d'abord en
pouces, puis en centimetres.

Ces utilisations successives de 2 étalons doivent ame-
ner les éléves a mieux se représenter ce qu'est une
longueur de 1 cm. En effet, |'arpentage est explicte
dans la regle graduée en pouces (de maniére évidente,
on y a mis bout a bout des pouces). Or une regle gra-
duée en cm est construite de la méme maniére : on ¥
a mis « bout a bout des cm ».

Quand, dés le cycle 2, les enfants rencontrent cetie
régle graduée en cm, ils s'approprient d'autant mieus
cette structure qu’elle est alors dépourvue de toute
numérotation. Pour mesurer la longueur d'un trait, ¥
sont ainsi amenés a « compter les cm». On veut par &
qu'ils comprennent qu'une longueur de 6 cm est égus-
valente & 6 longueurs de 1 cm mises bout a bout
Lorsqu'ils utilisent un double décimetre numeérote, ¢

4. Dans J'apprends les maths CE1, la méme progression mise &
ceuvre avec une régle graduée en allumettes plutét qu'en pouces

A comparer avec les diapos 3 et 4...
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ENCYCLOPEDIA OF MATHEMATICS AND ITS APPLICATIONS

Minkowski Geometry

A. C. THOMPSON

Dalhousie University
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l/p
d
||| := (Z IUjlp) ,p21l et |[|2)oc =max{|y;|:j=1,...,d}
j=1
Bords des boules unitéspourp =1, 3/2,2,4, 10 et .
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Figure 4.11b. “Circles” of Apollomus with respect to the points @ : =(2,1)and b := (—2,-1) when
the norm is the £ ,-norm for p = Thecurves are the loci ||x —a|| = a||x—b| fora = 1, 1.3, 1.7, 22,3

and their reciprocals.

Dessin fait par Brian Ingalls avec Maple.
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Figure 4.11a. “Circles” of Apollonius with respect to the points a := (2, l) and b = (—2,—
when the norm is the £,-norm for p = 20/19. The curves are the loci ||x — al| = allx — b|| fat
a=1, 1.5, 2.1, 3, 5 and their reciprocals.

Dessin fait par Brian Ingalls avec Maple.
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Enoncés équivalents al’axiome d’ Euclide en géométrie neutre (ou absolue)

Enoncé 1 : (forme donnée par Euclide a son fameux postulat)
Si A et D sont des points du méme c6té de la droite BC tels que la somme des angles
ABC et BCD est inférieure a deux angles droits, alors les droites AB et CD se coupent.

Enoncé 2 : Quelles que soient les droites |, m, n, si | // m et sim //n, alors | // n.

Enoncé 3 : Si deux droites sont paralléles, toute droite qui coupe I'une coupe I'autre.
Enoncé 4 : (forme donnée par Playfair a 'axiome d’ Euclide)

Par un point pris hors d’'une droite, il passe une droite paralléle a cette droite et

une seule.

Enoncé 5 : Si deux droites sont paralleles, et si une droite est perpendiculaire a
I'une, alors elle est perpendiculaire a I'autre.

Enoncé 6 : Les médiatrices d’un triangle sont concourantes

Enoncé 7 : Une droite perpendiculaire a I’'un des cétés d’ un angle aigu coupe
I'autre coté.

Enoncé 8 : par tout pointintérieur a un angle passe une droite qui coupe ses
deux coOtés (ailleurs qu’en son sommet).

Enoncé 9 : La somme des angles de tout triangle est égale a deux angles droits.



Enoncé 10 : Si C est hors du segment AB et sur le cercle de diameétre AB, alors
I'angle ACB est droit (énoncé appelé “Théoréme de Thalés” dans les pays
anglo-saxons).

Enoncé 11 : Il existe un triangle dont la somme des angles vaut deux angles
droits.

Enoncé 12 : Si trois angles d'un quadrilatére sont droits, le 4¢ |'est aussi.
Enoncé 13 : Il existe un rectangle.

Enoncé 14 : Il existe deux droites telles que tous les points de I'une sont
équidistants de 'autre.

Enoncé 15 : Il existe deux triangles semblables qui ne sont pas isométriques.



