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Grandeurs vectorielles par Klaus Jänich 
Dans son ouvrage Linear Algebra, Jänich (Springer, 1994, 
2007) consacre un long paragraphe aux vecteurs du physicien, 
dans le but de les démarquer mais également de les relier aux 
vecteurs de l’algèbre linéaire abstraite. 

Il considère l’espace d’observation	
   A,	
   qu’il transforme 
en un espace vectoriel en le pointant à l’aide d’un point 
O, et en considérant les vecteurs - positions,  
P désignant un point quelconque de A.	
  	
  
Cet espace vectoriel est noté	
  AO.	
   

OP
! "!!

En physique, on attache au point O d’autres espaces 
vectoriels :  
EO : espace vectoriel des champs électriques en O ;  
VO : espace vectoriel des vitesses en O ;   
FO : espace vectoriel des forces en O …  

Jänich précise qu’il n’est pas habituel en Physique de donner des noms 
spéciaux et des notations aux espaces vectoriels contenant de tels vecteurs 
comme éléments. Il les a inventés ici pour la comparaison entre les concepts 
mathématique et physique d’un vecteur. 
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Ces vecteurs physiques ont une “magnitude”, un module, bien différents 
de la norme d’un vecteur dans un espace vectoriel euclidien tel qu’on en 
rencontre en l’algèbre linéaire.  
Ainsi, si  r ∈ AO, son module  n’est pas un nombre réel : par exemple, 
on a | r |= 5 cm, et non pas | r | = 5.  
Si E ∈ EO, on a par exemple, | E | = 5 V/cm, et non pas | E | = 5.  

Jänich précise, qu’afin d’établir un pont entre la physique et l’algèbre 
linéaire, au lieu de supprimer les unités, il préfère les introduire dans 
l’algèbre linéaire. Dans ce but, il définit ce qu’il appelle le “domaine 
scalaire des longueurs” :  

R [Longueur] = R [cm] = { x cm ; x∈R } 
C’est un espace vectoriel sur R de dimension 1, où les opérations sont 
définies par : 

x cm + y cm = (x + y) cm 
λ (x cm) = λx cm 

et qui admet 1 cm pour base.  
Malgré les apparences, R[cm] ne dépend pas de l’unité de longueur 
choisie. R[cm] = R[m] : il s’agit seulement d’un changement de base.  
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Exemples	
  de	
  calculs	
  de	
  longueur	
  (calculatrice	
  de	
  Google	
  et	
  extraits	
  de	
  manuels	
  de	
  
Physique	
  variés…)	
  :	
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De même, on peut définir le domaine scalaire des vitesses, des champs 
électriques : R[cm/s], R[V/cm] qui sont également indépendants des 
unités choisies.  
R est le domaine scalaire sans dimension : R = R[1]. 

Jänich affirme ensuite que l’on peut multiplier entre eux ces scalaires physiques : 
 5 cm . 6 V/cm = 30 V,  

sans se lancer dans de longues explications formelles à propos de :  
cm . s = s . cm et cm/cm = 1. 

De plus, en physique, on peut multiplier un vecteur physique par un 
scalaire physique. 
Ainsi,  si  v ∈VO, et  5 s ∈ R[s], alors 5 s v ∈  AO, ce qui l'incite à 
écrire :  

VO[s] = AO.  
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Tiré	
  de	
  :	
  
Chevallard	
  Y.,	
  Bosch	
  M.	
  
(1999-­‐2000)	
  Les	
  grandeurs	
  en	
  
mathémaPques	
  au	
  collège.	
  
ParPe	
  I.	
  Une	
  AtlanPde	
  oubliée,	
  
Pe$t	
  x	
  55,	
  5-­‐32.	
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Plus généralement,  
si XO est un espace vectoriel physique en O dont le domaine scalaire 
est R[a]  
et si R[b] est un autre domaine scalaire,  
alors on pose : XO[b] := {b v ; v ∈XO} ;  
le domaine scalaire de l’espace vectoriel physique XO[b] est R[ab].  

Enfin, si XO est un espace vectoriel physique sur le domaine scalaire 
R[a] et si YO en est un autre sur le domaine scalaire est R[b] : 

ce qui permet, en particulier, de décrire tout vecteur physique de XO 
en multipliant un vecteur position (appartenant à AO) par un scalaire 
physique pris dans le domaine :  

YO =XO
b
a
!

"
#
$

%
& et XO =YO

a
b
!

"
#
$

%
&

      

! 

R a
cm
" 

# 
$ 

% 

& 
' 
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Il étend ensuite les notions familières en algèbre linéaire à son 
nouveau cadre. Ainsi, le produit scalaire de deux vecteurs physiques 
dont les domaines scalaires sont R[a] et R[b] est un scalaire physique 
appartenant à R[ab]. 

Par exemple,  
si	
  r	
  est un élément de A0 (domaine R[cm]),  
et si E est un élément de E0 (domaine scalaire : R[V/cm]), 	
  	
  
alors	
  r	
  	
  .	
  E ∈R[V].	
  

La question suivante se pose alors : faut-il traiter toute la physique 
avec des vecteurs physiques, et rejeter ceux de l’algèbre linéaire ? 
Jänich évoque alors un moyen de conserver la puissance de cette 
dernière tout en ménageant une place pour les vecteurs physiques. 
Parmi tous les espaces vectoriels physiques en O, il en est un qui est 
spécial : il est (du point de vue physique) sans dimension : on le note 
UO.  

UO =AO
1
cm
!

"
#

$

%
&=EO

cm
V

!

"
#

$

%
&= ...
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La “magnitude” (le module, |u|) d’un vecteur u de UO est un nombre 
réel.  
On peut définir le produit scalaire de deux vecteurs de UO et c’est un 
nombre réel.  
On dispose alors d’un espace vectoriel euclidien au sens de l’algèbre 
linéaire avec un produit scalaire : UO × UO → R, à partir duquel on 
peut retrouver tous les produits scalaires de vecteurs physiques :  

UO[a] × UO[b] → R[ab]  

UO est donc un pont entre l’algèbre linéaire dans laquelle on fait le 
produit scalaire de vecteurs appartenant au même espace vectoriel 
et les calculs avec les vecteurs en physique dans lesquels on 
peut faire des produits scalaires de vecteurs de différentes sortes, 
produits qui appartiennent à des “domaines scalaires” de grandeurs 
physiques.  

Terminons par la question des coordonnées. Là encore, on se sert 
de UO comme intermédiaire.  
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On considère une base orthonormée de UO :  
Si u appartient à UO[a], alors on peut l’écrire sous la forme : 	
  

où les “coordonnées” sont des éléments de R[a].	
  
Si  v appartient à UO[b], alors on peut l’écrire sous la forme :	
  

où les coordonnées sont des éléments de R[b].	
  
Et le produit scalaire de ces deux vecteurs physiques s’exprime alors 
ainsi :	
  

Il appartient à R[ab].	
  

x̂, ŷ, ẑ

u = ux x̂ + uy ŷ + uz ẑ

v = vx x̂ + vy ŷ + vz ẑ

u . v = uxvx+ uyvy + uzvz

En algèbre linéaire (mathématique), étant donné un espace 
vectoriel réel V, on choisit une base v1, v2, … ,vn, et tout vecteur v 
peut s’exprimer d’une seule manière sous la forme : 
v = λ1v1+ λ2v2 + … + λnvn. 
λ1, λ2, … , λn sont les coordonnées du vecteur v. 
Les droites vectorielles Rvi sont les “axes” de coordonnées. 



12	
  

Remarque : 
On peut remplacer les vecteurs - positions par des champs de vecteurs 
à valeurs dans l’espace des vecteurs libres (l'espace jouant alors le 
même rôle que UO est noté Ulibre). Du point de vue des “domaines 
scalaires” et des “espaces vectoriels physiques”, rien ne change. 

Dans la présentation de Jänich, plusieurs points peuvent paraître 
illégitimes : 
- Comment “définit-on rigoureusement” les éléments de la forme x cm 
pour créer le domaine scalaire des longueurs R[cm] ?  
- Comment “définir rigoureusement” un vecteur physique associé à une 
grandeur ?  
- Comment “définir rigoureusement” l’espace vectoriel UO  (ou Ulibre) 
des vecteurs sans dimension ? 
- Comment “définit-on rigoureusement” 1/cm ? 

Toutes les réponses à ces questions (et à d’autres) se trouvent dans 
l’ouvrage de Rémi Goblot : Agrégation de mathématiques, Thèmes de 
géométrie, 1998, Masson.  
Chapitre 10 : Mesure des grandeurs, pp. 219-233. 
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Dans sa théorie, l’espace d’observation est un espace affine euclidien E, 
associé à un espace vectoriel euclidien    ,  
sur lequel on a une famille P de produits scalaires proportionnels, à facteurs 
de proportionnalité positifs, définissant les mêmes notions d’orthogonalité et 
d’isométrie. N désigne la famille de normes toutes proportionnelles, qui en 
dérivent. 

Goblot construit axiomatiquement la grandeur “longueur”, notée L, à partir 
de    : deux vecteurs de     sont équivalents s’ils ont même norme. L’ensemble 
quotient est noté L+, il est en bijection avec R+. On le munit d’une addition, et 
d’une multiplication à opérateurs dans R+.  
En le symétrisant, on obtient L, qui est alors une droite vectorielle orientée.  

E

E E

Un élément u de L+, appelé unité de longueur, étant choisi, on démontre que :  
R!L
! ! !u

est un isomorphisme de droites vectorielles orientées. Ceci légitime l’écriture :  
L = R[u] (notation que Goblot n’introduit pas).  
En revenant dans l’espace d’observation de Jänich, on donne ainsi une 
justification à la notation R[cm].	
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Goblot présente une théorie des grandeurs expliquant comment on peut les 
multiplier, définir l’inverse d’une grandeur, et munir ainsi la classe des 
grandeurs d’une structure de groupe.  

• D’abord, il identifie toute grandeur G avec une droite vectorielle orientée.  
Une unité dans G est un élément γ de G*+ ; alors l’application : 

R!G
k ! k !

est un isomorphisme respectant la positivité, ce qui justifie la notation  
G = R[γ] (que Goblot n’introduit pas), et renvoie aux “domaines scalaires” 
sans quotient d’unités de Jänich : R[s], R[V]…. 
• Ensuite, il définit le produit de deux grandeurs G1 et G2 : c'est leur produit 
tensoriel G1⨂G2, quotient du produit cartésien par une relation d’équivalence 
choisie de façon à ce que tout élément de G1⨂G2 puisse s’écrire d’une infinité 
de façons sous la forme g1⊗ g2 avec la règle : (λg1) ⊗ g2 = g1⊗ (λg2). 
On peut le munir d’une structure de droite vectorielle orientée. Si γ1 est une 
unité de G1 et γ2 est une unité de G2, γ1 ⊗ γ2 est l’unité de G1⨂G2 déduite des 
unités γ1 et γ2. On démontre que ⊗ est commutative et associative.  
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• La grandeur sans dimension n’est autre que la droite vectorielle R munie de 
l’unité 1. (Ce que Jänich devrait écrire sous la forme R = R[1]). 

• L’inverse d’une grandeur G est la droite vectorielle duale G* de G ; on préfère 
la noter G[–1]. Si γ est une unité de G, l’unité inverse notée γ–1, est la forme 
linéaire :  

! !1 :G"R
k ! ! k

• Après quelques identifications, on obtient le groupe des grandeurs, où la 
grandeur R est l’élément neutre. 
On simplifie les notations, en notant G1G2 au lieu de G1⨂G2 et g1g2 au lieu 
de g1⊗ g2. 

Ainsi, le 1/cm de Jänich trouve une “justification”. 

• Étant donné des grandeurs G1, G2, …, Gk et des entiers relatifs n1, n2, …, nk, 
on peut former la grandeur dérivée : G1

[n1] G2
[n2]  …Gk

[nk] . 
À partir des grandeurs fondamentales longueur L, masse M, temps T, on 
peut former les grandeurs dérivées : aire L[2], volume L[3], vitesse V (= LT[–1]), 
accélération A (=LT[–2]), force F (= MLT[–2]), énergie E (= ML[–2]T[–2])… 

•	
  En choisissant le mètre m comme unité dans L, le kilogramme kg comme 
unité dans M, la seconde s comme unité dans T, les unités des grandeurs 
dérivées s’en déduisent. 
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Afin de disposer de l’objet jouant pour Jänich le rôle de UO (ou Ulibre),  
c'est-à-dire l’espace des vecteurs physiques sans dimension,  
Goblot construit axiomatiquement un espace vectoriel appelé espace des 
vecteurs purs, noté        .  EP

Pour ne pas confondre les vecteurs de       avec ceux de       , il note les 
premiers avec une flèche de longueur usuelle, et les seconds avec une flèche 
plus courte.  

EPE

       est le produit cartésien de R*+ par l’ensemble des demi-droites 
vectorielles de     , complété par un singleton “vecteur nul”.  
EP

E
Un vecteur pur non nul est donc formé par un nombre réel λ strictement 
positif et une demi-droite vectorielle R*+v, où v est un vecteur de l’espace 
vectoriel       associé à l’espace d’observation (E, formé de points). E

Nous reparlerons plus loin des vecteurs purs, du lien entre 
vecteurs purs (notés avec une petite flèche) et vecteurs 
“géométriques” (notés avec une grande flèche). 
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Enfin, Goblot est en mesure de construire axiomatiquement l’espace vectoriel  
associée à une grandeur G, correspondant au UO[a] de Jänich.  
C’est, encore une fois, un produit tensoriel, celui de G par       , quotient du 
produit  par une relation d’équivalence judicieusement choisie. Alors, on peut 
construire une application bilinéaire canonique :	
   

G ! EP " EG

(g ,
!
v ) " g #

!
v (ou g

!
v )

et, si γ désigne une unité de G, on a l’isomorphisme suivant :  

EP ! EG!
v " !

!
v

ce qui permettrait de justifier la notation                     ,  
notation que Goblot n’introduit pas,  
et qui correspond, à l’ordre près, au XO = UO[a] de Jänich.  

EP

EG = [! ]EP

EG

Goblot remarque que      , espace des vecteurs “géométriques” est l’espace 
vectoriel associé à la grandeur L, et pourrait être noté      . 

E

E
EL
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Paul ROUGÉE a écrit dans le bulletin de l’APMEP en avril 1974 un article de 
31 pages, intitulé Axiomatique pour les dimensions physiques, les scalaires 
et les vecteurs du physicien, qui n’élude aucune des difficultés examinées ci-
dessus. Sa contribution est signalée dans la brochure “Grandeur, mesure”, 
de la collection Mots, publiée par l’APMEP en 1982, mais n'est pas reprise 
dans cette brochure : sans doute a-t-elle été jugée trop complexe, et peu 
lisible par un large public de professeurs.  

Dans son ouvrage Mécanique des grandes transformations, publié chez 
Springer en 1997, il évoque la multitude de corps scalaires associés aux 
dimensions physiques, le corps de réels étant celui des scalaires sans 
dimension. L’ensemble de ces scalaires physiques “se stratifie” en sous-
ensembles regroupant les scalaires de même dimension physique… 
La même “stratification” a lieu pour les vecteurs physiques selon leur 
dimension. 
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Du côté des physiciens : Bernard Diu présente le cours de Feynman 

Téléchargeable	
  à	
  l’adresse	
  :	
  hZps://www.bibnum.educaPon.fr/sites/default/files/feynman-­‐analyse-­‐38.pdf	
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translaPon	
  ou	
  rotaPon.	
  Dans	
  le	
  premier	
  cas	
  –	
  passif	
  –,	
  les	
  propriétés	
  de	
  la	
  réalité	
  à	
  
étudier	
   persistent	
   intactes,	
   à	
   l’évidence	
   ;	
   mais	
   les	
   lois	
   qui	
   en	
   rendent	
   compte	
   ?	
  
Conservent-­‐elles	
   la	
   même	
   expression	
   dans	
   le	
   nouveau	
   repère	
   qui	
   valait	
   dans	
   le	
  
précédent	
  ?	
  Feynman	
  analyse	
  longuement,	
  de	
  ce	
  point	
  de	
  vue,	
  les	
  lois	
  de	
  Newton.	
  
Dans	
   le	
   second	
   cas	
   –	
   acPf	
   –,	
   les	
   propriétés	
  mêmes	
   du	
   système	
   observé	
   peuvent	
  
s’altérer	
  au	
  cours	
  des	
  manipulaPons	
  qu’il	
  subit	
  […]	
  

Cet	
  examen	
  méthodique	
  et	
  minuPeux,	
  détaillé	
  et	
   approfondi	
  –	
  près	
  de	
   six	
  pages,	
  
sur	
   les	
  quinze	
  que	
  compte	
  en	
  tout	
   le	
  chapitre	
  –	
  de	
   l’invariance	
  des	
   lois	
  physiques	
  
par	
  changement	
  du	
  repère	
  de	
  référence	
  –	
  examen	
  centré	
  sur	
  l’exemple	
  simple	
  mais	
  
ô	
   combien	
   significaPf	
   !	
   des	
   lois	
   de	
  Newton	
  –	
   abouPt	
   à	
  meZre	
  en	
  évidence	
   […]	
   la	
  
propre	
  raison	
  d’être	
  des	
  vecteurs	
  et	
  des	
  scalaires.	
  «	
  Behold	
  !	
  »	
  

GRANDEUR	
  VECTORIELLE	
  
Sont	
  associés	
  à	
  une	
  grandeur	
  vectorielle	
  «	
  three	
  numbers	
  »	
  –	
  ses	
  composantes.	
  
Toutefois	
  :	
  
No,	
  not	
  every	
  three	
  numbers	
  form	
  a	
  vector	
  !	
  
La	
  propriété	
   spécifique	
  des	
   vecteurs	
   s’énonce	
   [ainsi]	
   :	
   les	
   trois	
   composantes	
  d’un	
  
vecteur	
   (quelconque)	
   se	
  mainPennent	
   inchangées	
  dans	
   toute	
   translaPon	
  des	
  axes	
  
de	
  référence	
  ;	
  dans	
  une	
  rotaPon,	
  elles	
  se	
  transforment	
  textuellement	
  comme	
  font	
  
les	
  coordonnées	
  d’un	
  point	
  (quelconque)	
  de	
  l’espace.	
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GRANDEUR	
  SCALAIRE	
  
Une	
  grandeur	
  scalaire	
  est	
  caractérisée	
  par	
  un	
  nombre	
  unique	
  –	
  sa	
  valeur	
  –	
  que	
  
n’affecte	
  ni	
  une	
  translaPon	
  ni	
  une	
  rotaPon	
  du	
  repère	
  :	
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La suite, dans l’article de Bernard Diu (Bulletin Vert, APMEP Fév - Mars 1991, 
pp. 29-56) Scalaires et vecteurs en Physique. (Ne fait pas partie de la section 
consultable de son dernier ouvrage chez Odile Jacob : La mathématique du 
physicien, 2010). 

«	
  Trois	
  remarques	
  s’imposent	
  :	
  
•	
  En	
  premier	
  lieu,	
  une	
  grandeur	
  vectorielle	
  possède	
  une	
  dimension	
  physique,	
  “portée”	
  
par	
   son	
  module	
   :	
   longueur	
  pour	
   les	
   vecteurs	
  géométriques,	
   longueur	
  divisée	
  par	
  un	
  
temps	
  pour	
  les	
  vitesses,	
  par	
  le	
  carré	
  d’un	
  temps	
  pour	
  les	
  accéléraPons…	
  
•	
  Deuxièmement,	
  certaines	
  grandeurs	
  vectorielles	
  sont	
  des	
  champs	
  vectoriels,	
  c’est-­‐à-­‐
dire	
  des	
  foncPons	
  de	
  point	
  à	
  valeurs	
  vectorielles…	
  

•	
   Enfin,	
   s’il	
   est	
   possible	
   de	
   représenter	
   une	
   grandeur	
   vectorielle	
   directement	
   dans	
  
l’espace,	
  c’est	
  parce	
  que	
  sa	
  direcPon	
  est	
  celle	
  d’un	
  axe	
  de	
  l’espace	
  ;	
  lorsqu’on	
  uPlise	
  
une	
  telle	
   représentaPon,	
   l’origine	
  de	
   la	
  flèche	
  est	
  un	
  point	
  de	
   l’espace	
   (celui	
  auquel	
  
est	
   associée	
   la	
   grandeur),	
   sa	
   direcPon	
   est	
   une	
   direcPon	
   de	
   l’espace,	
   mais	
   son	
  
extrémité	
  n’est	
  un	
  point	
  de	
  l’espace	
  que	
  dans	
  le	
  cas	
  très	
  parPculier	
  où	
  sa	
  dimension	
  
physique	
  est	
  celle	
  d’une	
   longueur	
  (c’est-­‐à-­‐dire	
  s’il	
  s’agit	
  d’un	
  vecteur	
  géométrique)	
   ;	
  
ainsi,	
  la	
  longueur	
  relaPve	
  des	
  flèches	
  représentaPves	
  des	
  deux	
  grandeurs	
  vectorielles	
  
n’a	
   de	
   significaPon	
   que	
   si	
   ces	
   deux	
   grandeurs	
   ont	
   même	
   dimensions	
   physiques	
  
(auquel	
   cas,	
   le	
   rapport	
   des	
   longueurs	
   des	
   flèches	
   reproduira	
   celui	
   des	
   valeurs	
   des	
  
grandeurs	
  représentées).	
  »	
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En Physique, on parle de composantes d’un vecteur même sans avoir une “base” 
de “vecteurs unitaires” … 
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«	
  Rappelons	
  qu’il	
  est	
  uPle	
  d’introduire	
  des	
  vecteurs	
  unitaires	
  :	
  ce	
  sont	
  des	
  grandeurs	
  
vectorielles	
  sans	
  dimension,	
  dont	
   le	
  module	
  vaut	
  1,	
  par	
  définiPon	
   ;	
  ainsi,	
  un	
  vecteur	
  
unitaire	
  est	
  caractérisé	
  par,	
  ou	
  caractérise,	
  une	
  direcPon	
  de	
  l’espace.	
  Les	
  anglo-­‐saxons	
  
uPlisent	
   une	
   notaPon	
   très	
   commode	
   qui	
   consiste	
   à	
   remplacer,	
   pour	
   les	
   vecteurs	
  
unitaires,	
  la	
  flèche	
  par	
  un	
  “chapeau”	
  (accent	
  circonflexe)	
  :	
  	
  	
  	
  	
  	
  est	
  le	
  vecteur	
  associé	
  à	
  la	
  
direcPon	
  du	
  vecteur	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  »	
  

Â
A
!"

Mais on peut également exprimer un vecteur à l’aide de ses composantes et des 
vecteurs unitaires. 
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Et les vecteurs purs de Goblot ?  
Une unité de longueur u étant fixée dans L*+ 

(associée à un produit scalaire pu et une norme φu) 
à chaque vecteur pur                        ,  est associé le vecteur                   où      est 
le vecteur de δ de longueur u, c’est-à-dire le vecteur unitaire de δ pour l’unité de 
longueur u.  

!
v égal à !, "( ) !U

!"!
de E U

!"!

Si                        est un repère 
orthonormé de  E, et si (a, b, c)  
désignent les coordonnées du  
vecteur associé au vecteur pur (λ, δ), 
alors : 

O , i
!
, j
!"
, k
!"

( )

! = a 2 +b 2 +c 2

	
  	
  	
  	
  	
  	
  est le vecteur dont les coordonnées 
sont les cosinus directeurs de la demi-
droite	
  δ,	
  c’est-à-dire les cosinus des 
angles que fait un vecteur directeur de	
  
δ	
  avec chacun des vecteurs du repère. 

U
!"!

Question : Depuis quand les cosinus directeurs ont-ils disparu des programmes de 
mathématiques ? 



Nouveau	
  cours	
  de	
  mathémaPques	
  
spéciales,	
  
G.	
  Cagnac,	
  E.Ramis,	
  	
  
J.	
  Commeau,	
  Tome	
  3	
  Géométrie	
  
Masson,	
  1967.	
  
Programme	
  1963.	
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Remarques « When I use a word, it means just what I 
choose it to mean—neither more nor less. » 
Humpty Dumpty dans Through the looking-
glass, and What Alice Found There (Carroll, 
1871). 
Lewis Carroll – le mathématicien Charles 
Lutwidge Dodgson (1832-1898). 

Jänich fait un cours d’algèbre linéaire “abstraite”, mais s’adresse aussi à des 
étudiants en physique, à qui il réserve certains développements, de manière à 
les aider à faire un pont entre l’algèbre linéaire abstraite et les grandeurs 
vectorielles en physiques. 
• Il met bien en évidence la grande complexité de l’univers des grandeurs 
vectorielles du physicien. 
• Il met en lumière un espace vectoriel sans dimension, qu’il rapproche d’un 
espace vectoriel de l’algèbre linéaire abstraite. 
• Mais il ne fait aucun dessin pour représenter ces grandeurs. 
Il manque un lien avec les vecteurs “géométriques” de la géométrie ordinaire, 
et notamment avec les directions de ces vecteurs. 
• Il ne s’embarrasse pas avec les justifications. 
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• Pourtant1, Jänich met en évidence un point commun entre le produit scalaire 
dans UO et le produit scalaire dans AO.  
Les deux vérifient la relation :  
« Le produit scalaire de deux vecteurs est égal au quart de la différence entre 
le carré scalaire de leur somme et le carré scalaire de leur différence. » 

•	
  Le premier parce qu’elle est la traduction du fait que dans un rectangle les 
diagonales ont même longueur, le deuxième parce que c’est ainsi que le 
produit scalaire y est défini. 

!
u .
!
v =

1
4
!
u +
!
v
2
–
!
u –
!
v
2!

"#
$
%&

1 Partie du travail de Jänich non abordée lors de la conférence.	
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• Goblot écrit un livre de préparation à l’agrégation de mathématiques en 
France. 
Il consacre un chapitre à la mesure des grandeurs, « dans le but d’attirer 
l’attention sur la nature physique des quantités que l’on manipule, question de 
grande importance, abordée dès l’école primaire. » 
Il prévient le lecteur : ce chapitre traite d’une question qui ne fait pas partie des 
programmes du concours. 

• Pourtant, il se place dans l’institution de la préparation aux concours, dans 
laquelle la reconstruction de la géométrie élémentaire avec la triade “vectoriel / 
affine / affine euclidien” est considérée comme “la voie royale”.  

• Ainsi, il s’interdit de parler de longueur d’un segment (ou d’un vecteur) sans 
disposer auparavant d’une famille P de produits scalaires (et de la famille N 
des normes qui en dérivent), qui sont tous proportionnels à facteurs de 
proportionnalité positifs. D’abord, il ne dit rien sur le choix de cette mystérieuse 
famille, mais précise dans son “introduction naïve” que le choix de l’un des 
produits scalaires dans cette famille correspond au choix d’une unité de 
longueur (p. 220).  

La diapositive suivante aborde une partie du travail de Goblot qui a été traitée trop 
“grossièrement” dans la conférence. 
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• Ce n’est que plus tard (p. 225-226), en construisant la droite vectorielle L 
des longueurs, qu’il explicite le lien entre le choix d’une unité de longueur u et 
la norme Nu appartenant à N qui lui est associée. 
 
• Enfin, ce n’est qu’à la page 228 qu’il évoque le produit scalaire. Il définit 
d’abord un produit scalaire pL à valeurs dans L[2] : une de ses valeurs est 
donc une aire. Puis, il choisit une unité de longueur u, la norme Nu qui lui est 
associée, et son “produit scalaire associé” pu. Composant le produit scalaire 
pL avec l’application “mesure des aires” obtenue en choisissant l’unité dérivée 
u2 dans L[2], il obtient un produit scalaire à valeurs dans R, à propos duquel il 
affirme : on vérifie qu’on obtient ainsi le produit pu. Le parallèle avec le travail 
de Jänich est manifeste, et le lecteur est invité à faire la vérification… 
 
• Le produit scalaire pu est celui étudié au lycée, mais l’auteur ne le dit pas 
clairement. Or, à ce niveau, pu peut être construit à partir de Nu et du cosinus 
d’un angle, c’est-à-dire à partir de mesures de longueurs avec une unité u et 
de mesures d’angles. On peut également l’exprimer seulement à l’aide de 
carrés de normes de vecteurs. Puisque le carré de la norme d’un vecteur est 
égal au produit scalaire de ce vecteur par lui-même, on pourra dire que « Nu 
dérive de pu », comme Goblot le dit dans son “introduction naïve”. 
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• Pourtant, Goblot met le doigt sur l’espace des directions du physicien, 
espace sans dimension physique, à l’aide de ses vecteurs purs, en 
“débarrassant” les vecteurs géométriques de leur longueur. Sa “petite flèche” 
pour les noter n’est pas sans rappeler le “chapeau” ^ des anglo-saxons, repris 
par B. Diu. 
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Ayant introduit l’espace des vecteurs purs, Goblot définit facilement le produit 
scalaire de deux vecteurs purs : 

Si 
!
v1 = !1, "1( )  et 

!
v 2 = !2, "2( ),on définit :

pP
!
v1,
!
v 2( ) := !v1.

!
v 2 = !1!2cos"

où "  est l'angle des demi-droites #1 et #2.

Il peut alors passer d’un vecteur pur	
  v	
  =	
  (λ,	
  δ)	
  au vecteur “longueur”                       
où	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  est	
  le vecteur unitaire de δ pour l’unité de longueur u. 	
  

!U
!"!

de E
U
!"!

En notant !u
!
v( )  le vecteur !U

!"!
,  on a : 

pP
!
v1,
!
v 2( ) = pu !u

!
v1( ), !u

!
v 2( )!

"
#
$

Comme chez Jänich, le passage des produits scalaires de vecteurs purs 
(nombres réels) aux produits scalaires de vecteurs “géométriques” est 
assuré, mais moins commode à réaliser (suppression des unités chez 
Jänich, isomorphismes multiples chez Goblot). 
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R. Feynman explique à quoi lui sert un vecteur pour traduire la symétrie des 
lois physiques.  
Il se préoccupe peu des calculs effectifs, ne traite aucun exemple. 
Son traitement des vecteurs unités, du produit scalaire des vecteurs unitaires 
sont présentés comme des moyens commodes et agréables de calcul. 
Il n’introduit pas les vecteurs “chapeau”, et travaille avec i, j, et k. 

B. Diu explique comment il représente sur la feuille de papier ces différents 
vecteurs, et ce qu’ils représentent. 

Dans ses explications, il utilise le langage de la géométrie élémentaire d’avant 
la réforme des maths modernes : rapport de longueurs, par exemple. 
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  Benson	
  Physique	
  1.	
  Mécanique	
  –	
  Chapitre	
  2.	
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Tiré de l’Atlas de la Physique de Hans Breuer, La Pochothèque, p. 22. 
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