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Avertissement

Introduction

Une variété Riemannienne (M, g) de dimension 4 posséde la symétrie sphérique lorsque le
groupe SO(3) des rotations autour d’'un point est un groupe d’'isométries de la variété.

L’algébre de Lie de SO(3) constituée des rotations infinitésimales est caractérisée par trois
générateurs K1, K2, K3 vérifiant les relations par rapport au crochet de Lie :

[K1,K2] = K3, [K2,K3] = K1, [K3,K1] = K2,
(1)

L’invariance de la métrique g par ces rotations infinitésimales se traduit par les trois relations, L
définissant la dérivée de Lie dans la direction du vecteur K,
Lg,9=0,i=1,2,3

(2)

K1, K2, K3 sont dits vecteurs de Killing de la variété. Nous verrons par la suite et avec le
théoréme de Noether qu’ils engendrent des invariants des géodésiques de la variété M.

Les relations (1) définissent les conditions d’intégrabilité des équations aux DP qu’elles forment
dans un systéme de coordonnées d’'un ouvert U c R” (nentier = 2). C'est a dire que K1, K2, K3
sont les vecteurs tangent d’'une sous-variété de dimension 2 de U.
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Calculs en deux temps :

1°) Construction des 3 générateurs K1, K2, K3 sur une carte U ¢ R?. Cela nous améne a la
définition de 2 coordonnées cycliques ¢ et 6 que I'on peut deviner immédiatement en réalisant
que I'action de SO(3) sur M engendre un feuilletage en sphéres (I'orbite d’'un point de M sous
I'action de SO(3) est une sphére et on obtient par cette action une partition de M en un produit
cartésien de sphéres et d’un 2-plan). A partir de ceci on peut définir deux nouvelles coordonnées

tetr : (M, g)=R?x S

2°) Résolution des 3 10 équations aux dérivées partielles des 10 fonctions g; ; définies par les
équations (2).

Bien sdr dans (t, r, ¢, 6) il faut s’interdire de penser aux coordonnées sphériques, ce sont les
coordonnées adaptées a la définition de (M, g) avec la symétrie sphérique. Plus tard lorsque g
sera solution des équations d’Einstein on les appellera coordonnées de Schwarzschild.

Construction de 3 champs de vecteurs sur une carte de
dimension 2 définissant I'algebre de Lie de SO(3)

Cherchons a déterminer trois champs de vecteurs, K1, K2, K3 vérifiant les trois relations (1)
définis sur un ouvert

U c R?, de coordonnées (x, y). On sait que c’est possible car les équations (1) en définissent les
conditions d’intégrabilité.

Cela revient a résoudre 6 équations aux dérivées partielles en les 6 inconnues, les composantes
de ces 3 champs.

| °) Equations aux dérivées partielles déterminant K1, K2, K3

Soit U un ouvert de R? de coordonnées (x, y), écrivons les équations (1) :

DimE = 2;

coordonnées = {x, y};
simpl = aa_[x, y] - aa;
simp2 = aa_[y] - aa;

Remarquons que les équations (1) peuvent étre transormées en les équations :

[K1,[K1,K2]] =- K2,  [K1,[K1,K3]] = - K3, [K2,K3] =K1,
(2)

I'intérét de ces équations est que si on impose K1 = % = (1, 0) les deux premiéres équations
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se réduisent en une seule équation différentielle ordinnaire du second ordre et que x s'interprete
comme variable cyclique.

Intégration des équation (2) en imposant K| = (I, 0) = (;ix

Clear[K1, K2]
K1l = {1, 0};
K2 = {Al, A2};

(equl = DLieV[K1l, DLieV[K1l, K2, 1], 1] == -ExprFonct[K2]) /. simpl

{a1®9, A229} == (-A1, -A2})

ExprFonct [K2] /.
DSolve [MapThread[#1 == #2 &, {equl[[1]], equl[[2]]}], {Al, A2}, {x, y}]1[[1]]

{Cos[x] C[1][y] +8in[x] C[2] [y], Cos[x] C[3][y] +Sin[x] C[4] [y]}

solution générale que nous écrivons sous la forme équivalente en remarquant que x est une
premiére variable cyclique de l'intervalle (0, 2 x).

K2 = {Wl[y] Cos[x-¢1l[y]], W2[y] Sin[x-¢2([y]]}; Print["K2 = ", K2 /. simp2]

K2 = {WlCos[x-¢l], W2Sin[x - ¢2]}

et on obtient directement K3
K3 = DLieV[{1l, 0}, K2]; Print["K3 = ", K3 /. simp2]
K3 = {-WlSin[x-¢l], W2Cos[x-$2]}
Les 4 fonctions Wi et ¢i, i = 1, 2 de la coordonnée y doivent satisfaire la derniére équation (2).
Cela donne seulement 2 équations différentielles.

equ = MapThread[ (#1 == #2) &, {DLieV[K2, K3] // FullSimplify, K1}];
Print["", equ /. simp2]

{-W1? -W2 Cos [¢1 - 2] W1’ + WL W2 Sin[¢1l - ¢2] ¢1" = 1, W2 (-W1 Sin[¢l - 2] + W2 $2') = 0}
Cherchons une solution en fixant ¢1 et 2 comme constantes égales a ¢0

¢1 = Function[u, ¢0];
¢2 = Function[u, ¢0];

equ; Print["", equ /. simp2]

{—le ~“W2Wl =1, True}

Il reste une seule équation, W2 peut étre choisi arbitrairement.
Avec W2 = 1 nous obtenons la solution pour W1 :
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W2 = Function[u, 1];
sol = DSolve[equ[[1]], W1, y1[[1]]

(Wl » Function[{y}, -Tan[y-C[1]]]}

On remarque que y est une deuxéme variable cyclique de l'intevalle (- g g)

K2=K2/.s0l /.C[1] 560 /. {x>¢, y—6}; Print["K2 = ", K2]

K2 = {-Cos[¢p-¢0] Tan[6-60], Sin[¢p - ¢0]}

Conclusion : une solution simple des équations (2) et signification
géomeétrique

Tow
u:" (¢, ) € 10, 2n [ x ] -—, — ["
2 2

Kl = {1, 0}; Print["Kl = ", K1]
K2=K2/.s0l/.C[l] »60/. {x>¢, y—»6};
Print["K2 = ", K2]
K3=K3/.s0l/.C[1l] »60/. {x>¢, y—->6};
Print["K3 = ", K3]

T
U:(¢IG>E}OIZ7T[X]’*I*[

2 2
Kl = {1, 0}

K2 = {-Cos[¢-¢0] Tan[e-00], Sin[¢ - ¢0]}

K3 = {Sin[¢ - ¢0] Tan[6-60], Cos[¢ - ¢p0]}

K1, K2, K3 définissent les trois degrés de liberté sur la carte : deux de translation et une de
rotation autour d’'un point (¢0, 60)

Conclusion (provisoire ne pas ouvrir)

Interprétation géométrique
Flots de K1, K2, K3 au voisinage du point (¢, ©o) = (5,7)

flot de Kl

equl = MapThread[#1 == #2 &, {Map[D[#H1[t], t] &, {¢, 6}], K1 /. {¢p > d[t], 6>6[t]}}];
soll = Table[NDSolve[Join[equl, {¢[0] ==/ 4, 6[0] ==x7/3 + nPi/ 40}],
{¢I e}l {tl _ll 1}]/ {nr '41 4! 2}];
Gl = ParametricPlot[{{x/ 4, 7w/ 3}, {¢[t], ©[t]}} /. soll, {t, -1, 1},
AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange » {{-nx, 7}, {-n/2, w/2}}, Frame -» True];
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flot de K2
P={¢0->xw/4,60->/3};

L2 =K2 /. P;
equ2 =
MapThread[#1 == #2 &, {Map[D[#1[t], t] &, {¢, 6}], L2 /. {¢p > d[t], ©6>06[t]}}];
sol2 = Table[NDSolve[Join[equ2, {¢[0] ==/ 4+nmw /50, 6[0] ==x/3}],
{¢$, 6}, {t, 0, 10}], {n, 1, 8, 2}];
G2 = ParametricPlot[{¢[t], ©[t]} /. sol2, {t, O, 10}, AxesOrigin -» {0, O},
PlotRange -» {{-m, n}, {-7w/2, 7/ 2}}, PlotStyle » Red, Frame - True];

flot de K3

L3 =K3 /. P;
equ3 =
MapThread[#1 == #2 &, {Map[D[#1[t], t] &, {¢, ©}], L3 /. {d>d[t], ©6>06[t]}}];
sol3 = Table[NDSolve[Join[equ3, {¢[0] ==/ 4+nxw /50, 6[0] ==x/3}],
{¢, 6}, {t, -1, 1}], {n, -4, 4, 2}];
G3 = ParametricPlot[{¢[t], ©[t]} /. sol3, {t, -1, 1}, AxesOrigin -» {0, O},
PlotRange » {{-7x, nw}, {-w/ 2, n/ 2}}, PlotStyle » Green, Frame - True];

Flots de K1 (en bleu), K2 (en rouge), K3 (en vert) au voisinage du point P = (¢ :g, 0= %)

K1 et K2 sont les deux translations infinitésimales, K3 est la rotation infinitésimale autour de P.
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Show[G1l, G2, G3, Graphics[Point[{xw/ 4, w/3}]], PlotRange » {{0, n}, {-7w/2, w/2}}]

v “\

’ //} EN
\\} Nl ]
Sam=

K2=K2/. {¢0> -7/2, 60 » 0}
{Sin[¢] Tan[6], Cos[¢]}

K3=K3 /. {¢0> -7/2, 60 - 0}
{Cos[¢] Tan[6], -Sin[¢]}

2
Forme générale d’'une métrique a symétrie sphérique

Carte de M et les trois vecteurs de Killing

La symétrie sphérique induit un feuilletage de M enR xR x U, on part d’'un ouvert de R* avec les
coordonnées (i, r, ¢, 0) et une métrique g de signature lorentzienne et enfin avec les trois champs
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de Killing K1, K2, K3 définis ci-dessous.
On utilise I'option 2 de la fonction carte :

Carte[]

Choisir 1’espace en entrant le numéro dans la liste suivante :

ATTENTION ! : cliquer sur le bouton OK de la fenétre aprés le choix du numéro

Espace euclidien ordinaire - ———-----—————————— 1
Espace euclidien en base non orthonormée ------ 2
Espace de Minkowski -—-----—-———-—-— 3
Espace euclidien général -—-—--—--——-—————————————— 4
coordonnées sphériques en dimension 3----—---—--——- 5
Sphére en dimension 4 - ———————————————————_____ 6
Carte de Schwarzschild - - -—-——-——--——————— - ———— 7

espace euclidien ordinaire en dimension 4 en base non orthonormée

———————————————————————— Résumé Bttt L

Variables globales disponibles : DimE, coordonnées, Gcov, Gcontr, detg

coordonnées : {X;, X3, X3, X4}

91,1 91,2 91,3 91,4 h1,1 h112 h1,3 h1,4

. hy,2 hz,2 hp,3 hy,4
métrique : Gcov= Mot BB s e Gcontr = !

91,3 92,3 93,3 93,4 hiy,3 hz,3 h3,3 hj4

91,4 92,4 93,4 94,4 h1,4 h2,4 h3,4 h4,4

on peut utiliser les notations suivantes pour les bases
dans 1l’algébre tensorielle et extérieure sur la présente carte

BaseV[1l] = {ex,, ©x,s €x;s €x,}
BaseV[2][[{1,2,3}]]] = {ex,®ex,, €x, ®€y,, €, ®€y,}
BaseD[2][[2]] = dx;®dx;

BaseD [DimE] [ [DIimE"2]] = dx; ® dx; ® dx,s ® dxy
BaseFD[DimE] = {dx; »dx; »dx3 A dxy}

puis utiliser la Fonction Bases[n] (n=nombre d’'éléments
dans un produit) pour remplacer les symboles par leur valeurs

exemples : ey /.Bases[l] = {1, 0, 0, 0}

ey, A ey,/.Bases[2] = {1,0,0, 0,0, 0}

1
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coordonnées = {t, r, ¢, 6};
Print["coordonnées sur la carte R’x U : ", coordonnées]

K1 = Prepend[K1, {0, 0}] // Flatten; Print["Kl = ", K1]
K2 = Prepend[K2, {0, 0}] // Flatten; Print["K2 = ", K2]
K3 = Prepend[K3, {0, 0}] // Flatten; Print["K3 = ", K3]

coordonnées sur la carte R?x U : {t, r, ¢, 6}

Kl = {0, 0,1, 0}

K2

{0, 0, Sin[¢] Tan[O], Cos[¢]}

K3 = {0, 0, Cos[¢] Tan[8], -Sin[¢]}
Vérification
Résolution des équation aux dérivées partielles Ly, g = 0

? DLieF
Dérivée de Lie d'un p-tenseur covariant. Utilisation : DLieF[Direction, p—Tenseur, p]. Voir aussi DLieV, DLieT

simp = aa_[t, r, ¢, 6] » aa;

Dérivée de Lie de g dans la direction de Kl

TO = Table[DLieF[K1l, Gcov, 2] [[i, j]] ==0, {i, 4}, {j, i, 4}] /. simp // Flatten;
Print["Lg;g = 0 = ", TO]

LKlg =0 =
0,0,1,0) __ 0,0,1,0) __ 0,0,1,0) __ 0,0,1,0) __ 0,0,1,0) __
{91,1( J =0, g1,5° ) =0, g1,3° ) =0, 91,4 ) =0, g;,5° ) =0,
0,0,1,0) __ 0,0,1,0) __ 0,0,1,0) __ 0,0,1,0) __ 0,0,1,0) __
92,3( ) =0, 92,4( ) =0, 93,3( ) =0, 93,4( ) = 0, 94,4( ) = 0}

g ne dépent pas de la variable ¢

Gecovl = ExprFonct[Gecov, {t, r, 6}];

simp = aa_[t, r, 6] - aa;

Dérivées de Lie de g dans les directions de K2 et K3

En examinant les deux dérivées Lg,g et Lx3g on remarque qu'il est intéressant de calculer les
deux combinaisons

T1 = cos(¢) Lk.g - sin(¢) Lxsg = 0,

T2 = sin(¢) Lxog + cos(¢) Lxzg = 0.

T1 = Table[Cos[¢] DLieF[K2, Gcovl, 2][[i, j]] - Sin[¢] DLieF[K3, Gcovl, 2][[i, j]] ==
0 // FullSimplify, {i, 4}, {j, i, 4}] // Flatten;
Do[Print[T1[[i]] /. simp], {i, 10}]
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0,0,1) __
g1,1' b =0

0,0,1) __
g1,2' b =0

g1,3 Tan[6] +g1,3' %% =0
91,4 %%V =0

92,2 %%V =0

g2,3 Tan[6] +gy,3' % %1 =0
92,4 %Y =0

29gs,3Tan[6] +g3,3%%Y =0

g3,4 Tan[6] +g3,4 %% =0

0,0,1) __
ST b =0

T2 = Table[Sin[¢] DLieF[K2, Gcovl, 2] [[i, j]] + Cos[¢] DLieF[K3, Gecovl, 2][[i, J]] ==
0 // FullSimplify, {i, 4}, {j, i, 4}] // Flatten;
Do[If[(T2[[i]] // Head) == Equal, Print[T2[[i]] /. simp]], {i, 10}]

91,4 =0

Sec[©] g1,3 =0
92,4 =0

Sec[6] gz,3 =0
93,4 =0
Sec[6]293,3 = 9u,4
Sec[0] g3,4 = 0

D’ou la deuxiéme expression simplifieée de g
repl = Map[# > 0 &, {91,3, 91,4r 92,4, 92,37 93,2}]

{91,320, 91,4 >0, 92,4>0, 92,3>0, 93,4 > 0}

rep2 = Map[# - ExprFonct[#, {t, r}] &, {91,1, 91,2/ 92,2+ Fa,4}]

{91,1 > 91,1[t, ¥], 91,2 > 91,2[t, ¥], 92,2 > 92,2[t, ¥], 94,4 > 94,4 [t, ¥]}
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(Gcov2 = Geov /. repl /. rep2 /. g3,3 ->g3,3[t, r, 6]) // MatrixForm

91,1[t, r] 9g1,2[t, r] 0 0
91,2[t, r] 92,2[t, r] 0 0

0 0 gs3,3[t, r, O] 0

0 0 0 94,4[tr 2]

Réécriture des deux combinaisons précédentes
Solution des équations aux dérivées partielles

Tl = Table[Cos[¢] DLieF[K2, Gcov2, 2] [[i, j]] -Sin[¢] DLieF[K3, Gcov2, 2][[1i, j]] =
0 // FullSimplify, {i, 4}, {j, i, 4}] // Flatten;
Do[If[(T1[[i]] // Head) == Equal, Print[T1[[i]] /. simp]], {i, 10}]

2g3,3Tan[6] +g3,3' %" =0

T2 = Table[Sin[¢] DLieF[K2, Gcov2, 2] [[i, j]] + Cos[¢] DLieF[K3, Gcov2, 2] [[i, j]]
0 // FullSimplify, {i, 4}, {j, i, 4}] // Flatten;
Do[If[(T2[[i]] // Head) == Equal, Print[T2[[i]] /. simp]], {i, 10}]

Sec[6]% 93,3 = 94,4 [t, T]

D’ou la forme générale de la métrique :

(Gecov2 = Geov2 /. g3,3[t, r, 6] -> g4,4[t, r] Cos[6] "2) // MatrixForm

g1,1[t, r] 91,2[t, r] 0 0
g1,2[t, r] gz,2[t, r] 0 0

0 0 Cos[6]%4g4,4[t, T] 0

0 0 0 9a,4[t, ]

Vérification

3

Métrique a symeétrie sphérique solution des eéquations
d’Einstein
le ds? de Schwarzschild

1°) Simplifications successives du ds?
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Une premiére simplification consiste en le changement de variables en posant R = +/ Gaalt, r] .

En gardant la méme notation pour la variable r le ds? prend la forme :

Clear[A, B]
dl = {tr r, ¢l 9}7
ds2 = {{-A[t, r], F[t, r], 0, O},

{F[t, r], B[t, r], 0, 0}, {0, 0, ¥’ cos[6]?, 0}, {0, 0, O, ¥*}};

Print["Gcov = ", ds2 // MatrixForm]
Print["ds2 = ", ExprForml [ds2, "cov"] /. {dx; » dt, dx, » dr, dx; » d¢, dx, - de}]
-A[t, r] F[t, r] 0 0
F[t, r] B[t, r] 0 0
Gcov = 5 2
0 0 r“ Cos[O] 0
0 0 0 r?

ds? = B[t, r]dredr -A[t, r] dt®dt +
r’do®do+r?dp®dp Cos[0]?2+dre®dt F[t, r] +dt®drF[t, r]

Une seconde simplification consiste a faire disparaitre le terme rectangle F(t, r) en dcomposant
dans le ds? les termes en dt et dr en carrés :
-Ad?+BdrP +2F drdt = -A (dt -

B- — | dr?

dr)2+ A

et ensuite de calculer un multiplicateur u(t, r) telque (dt - g dr) =dT

Ll B <

(ce qui est possible puisque I'on a avec W = (dt - dr) , WA dW = 0).

2
B- FX) dr?+ r? (Cos? (6) d¢? + do?)

le ds? devient la forme simplifiée : - % dr? +

Enfin avec le changement de variables T (t, r) = t’ et en remplagant aprés ce changement t’ par t
et les nouvelles fonctions devant dt? et dr? par A et B on arrive a la forme equivalente remar-
quable :

ds2 = DiagonalMatrix[{-A[t, r], B[t, r], r"2Cos[6] “2, r"2}];
Print["Gcov = ", ds2 // MatrixForm]

Prin'l:["ds2 =",
ExprForml [ds2, "cov"] /. {dx; » dt, dx,; » dr, dx; » d¢, dx, > de}] // Factor

-A[t, r] 0 0 0
0 B[t, r] 0 0
Gecov = 2 2
0 0 r“ Cos [O] 0
0 0 0 152

B[t, r]dre®dr -A[t, r] dt®dt + r>’do®do + r’ dp ® d¢ Cos [0] 2

Q.
n

[N)
Il

2°) Equations d’Einstein et le ds? solution

Carte[dl, ds2]

Il s’agit d’étudier le comportement d’'une particule de masse négligeable dans (M, g) vide. Les
équations d’Einstein s’obtiennent en annulant le tenseur de Ricci.
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simp = aa_[t, r] - aa;

(ricci = CRicci // TrigFactor // Expand) // MatrixForm;

k=1;
Do[If[Not[ricci[[i, j]] === 0], eq[k] = ricci[[i, j]];
Print["eq(", k, ") : ", eq[k] /. simp, " = 0"]; k=k+1], {i, 4}, {j, i, 4}]
A0/1) (A<0:1>)2 A(0,1) g(0,1)  a(0,2)  a(1,0) g(1,0) (13(1:0))2 B(2,0)
eq(l) : - - + + + - =0
Br 4AB 4 B? 2B 4AB 4 B? 2B
B(1:0)
eq(2) : =0
Br
(A1) g A0 BOD A2 a10 Lo (BLO)Z  pz,0
eqg(3) : + + - - - + =0
4 p? Br 4AB 2A 4 7% 4AB 2A
Cos[6]? rcos[0]?A%Y) rcos[o]?B(1)
eq(4) : Cos[0]?- = o =0
B 2AB 2 B?
1 ra(0l) g0,
eq(5) : 1-—- + =0

B 2AB 2 B?

On obtient 5 équations; la deuxiéme nous indique que B ne dépend pas de t, cela permet de
nouveau une simplification du ds? . D’autre part les équations 4 et 5 sont les memes a uncoeffi-
cient prés.

Nous recalculons les équations d’Einstein :

(Gecov = Gecov /. B[t, r] » B[r]) // MatrixForm
Gcontr = Gecontr /. B[t, r] » B[r];

-Alt, r] 0 0 0
0 B[r] 0 0
0 0 r?cos[0]? 0
0 0 0 r?

simp = {aa_[t, r] » aa, aa_[r] » aa};
(ricci = CRicci) // MatrixForm;

k=1;
Do[If[Not[ricci[[i, j]] ===0], eq[k] = ricci[[i, j]]; Print["eq(", k,

"

"y + ", eq[k] /. simp // Factor, " = 0"]; k=k+1], {i, 4}, {j, i, 4}]
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1
eq(l) : -———— (-4aBAY yArB A®Y 1By (A0Y)? _2aBral®?) - o
4AB’r
1 2
eq(2) : _7<—4AZB'—AI‘B'A(O’1>—Br(A(°'1)> +2ABrA(°’2)) -0
4A’Br

Cos[6]? (-2AB+2AB*+ArB -Bral®l)
eq(3) =0
2AB?

1

eq(4) (-2aB+2aB?sec[0]?-2AB’Tan[6]?+ArB -BrAl®Y) = 0

2 A B?

il y a trois équations indépendantes (eq3 et eq4 donnent la méme équation)
D’autre part nous avons les simplifications et combinaisons évidentes suivantes :

eql = Numerator@Factor@ (ricci[ [1, 1]] B[r] /A(o’l) [t, r]) ;

, eql /. simp, = 0"]

eqg2 = Numerator@Factore (ricci[ [2, 2]] A[t, r] /A(o'l) [t, r] ) ;
Print["eq2 : ", eq2 /. simp, " = 0"]

eq3 = Numerator@Factor@ (ricci[[3, 3]] B[r] /Cos[8] “2);
Print["eq3 : ", eq3 /. simp, " = 0"]

Print["eql :

eql : 4ABA<°'1>—ArB'A<°'1>—Br(A<°'1>)2+2ABrA<°'2> =0
eq2 : 4A’B +ArB AV 1 Br (A(0V)? _2aBra®? - o

eq3 : -2AB+2AB?+ArB -BraA®™lY -9
(eql +eq2 // Factor) == 0 /. simp
4a (aB +BA%Y) =0
Nous en déduisons que le produit A B ne dépent pas de la variable r : A(t, r) B(r) = F(t). reportons
dans eq1 pour obtenir une équation en B
eq4 = eql /. A > Function[{t, r}, F[t] /B[r]] // Together // Numerator // Factor;
Print["eq4 : ", eq4 /. simp, "= 0"]
soll = DSolve[eq4 == 0, B, r]

eq4 : -2F[t]? (2BB -2r (B)?+BrB”)= 0

) C[2]
{{B» Functlon[{r}, lfrC[l}H}

L’équartion 3 impose C[2] = C[1] =-1/M
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(eq3 /. A » Function[{t, r}, F[t] /B[r]] // Together // Numerator) /. soll //
FullSimplify; Print[%, " = 0"]

2r2c[2] (-C[1] +C[2]) F[t]

=0
(L+rc[1])?

Gcovl = DiagonalMatrix[{-F[t] /B[r], B[r], r*2Cos[0] 2, r~2}] /. soll[[1]] /.
C[i_] »-1/M// Simplify

(M-r) Flt]
{{ri

, 0, o}, {0, 0, r2cos[6]2, 0}, {0, 0, 0, rz}}
r

r
’ 0 ’ 0 ’ 0 ’ OI -
} { M-r
La fonction F est arbitraire mais elle doit étre positive. On peut prendre d’'emblée F = 1 sinon, ce
qui revient au méme pour la forme du ds?, on peut de nouveau simplifier en posant dT = +/ F dt.
Nous en déduisons le ds? de Schwarzschild :

ds2 =Gcovl /. F[t] » 1

M-r r
H—, 0,0, o}, {o, -~ o0, o}, {0, 0, r?cos(6]?, 0}, {0, 0, 0, rz}}
r M-r

Conclusion
On a la propriété remarquable suivante : La variéte (M, g) avec la symétrie sphérique admet une

métrique stationnaire et possede les quatre vecteurs de Killing :
Kt = e, K1 =4, K2=(0,0, Sin(¢) Tan(d), Cos(¢) ), K3 = (0, 0, Cos(¢) Tan(d), - Sin(¢) )

Carte[coordonnées, ds2]
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———————————————————————— Résumé Bt

Variables globales disponibles : DimE, coordonnées, Gcov, Gcontr, detg

coordonnées : {t, r, ¢, O}

wroop 0 0 wro O ° 0

r M

0 ..t 0 0 0 1- - 0 0
métrique : Gcov= M-r Gcontr = sec[o]?

0 0 r?cos[6]? 0 0 0 = 0

0 0 0 r? 0o o0 o =

on peut utiliser les notations suivantes pour les bases
dans 1l’algébre tensorielle et extérieure sur la présente carte

BaseV[1l] = {e¢, er, €y, €5}
BaseV[2][[{1,2,3}]]] = {er®er, er®ey, er®ey}
BaseD[2][[2]] = dt®dr

BaseD[DimE] [ [DIimE"2]] = dt®dt®do®do
BaseFD[DimE] = {dt »dr d¢ »do}

puis utiliser la Fonction Bases[n] (n=nombre d’éléments
dans un produit) pour remplacer les symboles par leur valeurs

exemples : e¢/.Bases[1l] = {1, 0, 0, 0}
e ~e,/.Bases[2] = {1, 0, 0, O, O, O}
Vérification
CRicci // FullSimplify
{{o, o, 0, 0}, {0, 0, 0, O}, {O, O, O, O}, {O, 0,0, 0}}

4

equations d’Einstein avec une constante cosmologique

Voir aussi NB “SCHW2” Septembre 2011

On reprend les calculs précédents avec la constante A
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-A[t, r] 0 0 0
0 B[t, r] 0 0
B = 0 0 r?Cos[6]2 O |7
0 0 o r?

Carte[dl, ds2]

notons par TE le tenseur d’Einstein avec la constante cosmologique

TE = FullSimplify[CRicci - A Gecov] // Together;
Print["TE = ", TE /. simp]

1
TE = {{7(41;2 B2rA+4aBA®Y _arpa®l _Br (A‘°'1>)2+2ABrA(°'2>), 0,0, 0},
4AB%r

1
{0, 7(—42-\2 B2rA+4A%’B +ArB A%V . Br (A(o’l))2—2ABrA<°’2)), 0, o},
4A%’Br
1
{0, 0, - Cos[6]? (2AB-2AB*+2AB*r’ A-ArB +BraA®Y), 0},
2 AB?
-2AB+2AB?>-2AB?r’A+ArB -Bral®l
{o, 0,0, }
2 A B?
k=1;
Do[If[Not[TE[[i, j]] === 0], ea[k] =TE[[i, j]1];
Print["eq(", k, ") = ", eq[k], " = 0"]; k=k+1], {i, 4}, {3, i, 4}]

On obtient 4 équations comme précédament la méme combinaison des deux premieres nous

indique que B ne dépend pas de t, cela permet de nouveau une simplification du ds? . Nous
recalculons les équations d’Einstein :

(Gecov = Gecov /. B[t, r] » B[r]) // MatrixForm
Gecontr = Gecontr /. B[t, r] » B[r];

-A[t, r] O 0 0
0 B[r] 0 0
0 0 r?cCos[6]%? 0
0 0 0 r?

(TE = CRicci - A Geov) // MatrixForm;

k=1;
Do[If[Not[TE[[i, j]] === 0], eq[k] =TE[[i, j]1;
Print["eq(", k, ") = "l eq[k]l "= o"];k=k+1]l {il 4]’! {Jr il 4}]
AL ¢, r] B[r]A®Y(t,r] AOV[t, r]? A2 [t, 1)
eq(l) = AA[t, r] + - - + -0
rBlr] 4B[r]? 4A[t, r] B[r] 2B[r]
B[r] B [r]a®Yit, r] al®Y[t, r1*? a2 (¢, r]
eq(2) = -AB[r] + + + - =0
rB[r] 4A[t, r] B[r] 4A[t, r]? 2A[t, r]
Cos[6]% rcCos[0]?2B [r] rcCos[6]?2A%D ¢, r]
eq(3) = Cos[0]%-r?AcCos[0]?- + - =0
B[r] 2B[r]? 2A[t, r] B[r]
1 rB [r] rA®D g, r]
eq(4) = -r’A- +Sec[6]?-Tan[0]? + - =0
B[r] 2B[r]? 2A[t, r] B[r]

il y a trois équations indépendantes (eq3 et eq4 donnent la méme équation)
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D’autre part nous avons les simplifications et combinaisons évidentes suivantes :

eql = TE[[1, 1]] B[r] /A [t, r] // Expand

1 B [r] AA[t,r]B[r] A®DI[t, r] A2 (¢, r]
— + - +

r 4B[r] AL ¢, r] 4A[t, r] 2200 (¢, r]

eq2 = TE[[2, 2]] A[t, r] /A®V[t, r] // Expand

B'[r] AA[t, r] B[r] Alt, r] B [r] A% D e, r] A% (¢, r]
_ N + _
4B[r] Al ¢, r) rB[r] A% Y [t, r] 4A[t, 1] 200 [, r]

eq3 =TE[[3, 3]] B[r] /Cos[©] “2 // Expand

) rB[r] rA®Y[t, r]
-1+B[r] -r*AB[r] + -
2B([r] 2A[t, r]

(eql + eq2 // Together // Numerator) ==
Alt, r] B [r] +B[r] AP [t, r] =0

Nous en déduisons que le produit A B ne dépent pas de la variable r : A(t, r) B(r) = F(t). reportons
dans eq1 pour obtenir une équation en B

eql /. A -» Function[{t, r}, F[t] /B[r]] // Together // Numerator
soll = DSolve[% == 0, B, r]
-2rAB[r]®+2B[r] B [r]-2rB [r]? +rB[r] B'[r]

3r
{{B»Function[{r}' 7r3A+3C[1} +3rC[2] H}

L’équartion 3 impose C[2] = -1 et on pose C[1] =2m

(eq3 ==0 /. A - Function[{t, r}, F[t] /B[r]] // Together // Numerator) /. soll //
FullSimplify
{ -0}

r(l+c[2])
Gcovl = DiagonalMatrix[{-F[t] /B[r], B[r], r*2Cos[6] 2, r~2}] /. soll[[1]] /.
C[2] »-1/.C[1l]>2m

r3A+3C[1]+3rC[2]

6m-3r+r’A) F[t]

(
om0,

3r
{o. -

La fonction F est arbitraire mais elle doit étre positive. On peut prendre d’emblée F = 1 sinon, ce

0, o}, {0, 0, r?cos[6]?, 0}, {0, 0, 0, rz}}
6m-3r+r’ A

qui revient au méme pour la forme du ds?, on peut de nouveau simplifier en posant dT = +/F dt
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ds2 = Gcovl /. F[t] » 1 // ExpandAll

{{—1+2—m+r2A, 0, 0, O},
r

3
(o -

3r
- ,0, o}, {0, 0, r?cos(6]2, 0}, {0, 0, O, rz}}
6m-3r+ria

Conclusion

On a la propriété remarquable suivante : La variéte (M, g) avec la symétrie sphérique admet une
métrique stationnaire (théoreme de Birkhoff)

de plus g posséde les quatre vecteurs de Killing : Kt = e, K1 =e;, K2 = Sin(¢) Tan(d) e; +
Cos(¢) ee,

K3 = Cos(¢) Tan(0) e - Sin(¢) eo

A[r_] =A[r] /.sol /.C[1] »-2M // FullSimplify

2m  ria
1 -
r 3

(ds2 = DiagonalMatrix[{-A[r], 1/A[r], r"2Cos[6] “2, r~2}]) // MatrixForm

_14+2B, 24 0 0 0
r 3
0 : — 0 0
r 3
0 0 r?cCos[6]? 0



