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Uber einen Satz der statistischen Dynamik und seine
Erweiterung in der Quantentheorie.

Von Max Pranck.

Einleitung und Inhaltsiibersicht.

In seiner Theorie der Brownschen Bewegung hat Hr. A. Emnsteix' fir
den stationiren Zustand einer groien Zahl gleichheschaffener Systeme.
die kleiften schnellen zufiilligen dueren Stérungen unterworfen sind. einen
sehr fruchtbaren Satz entwickelt, der spiter von Ilrn. A. Forker™ anf den
Fall verallgemeinert worden ist. daB3 die Wirkung einer fulleren Stérung
wesentlich mit abhiingt von dem jeweiligen Zustand des von ihr be-
troffenen Systems. Allerdings hat Foxker in der angefiilirten Publika-~
tion nur die Fassung des verallgemeinerten Satzes mitgeteilt, nicht aber
einen Beweis dafiir gegeben. welch letzteren er fir eine spiitere Ge-
legenheit baldigst in Aussicht stellte. Seit jener Mitteilung sind einige
Jahre verstrichen, ohne dal meines Wissens die angekiindigte Beweis-
filhrung verdflentlicht wurde. Da nun der erwithnte Satz. namentlich
in seiner allgemeinen Fassung. fir die statistische Dynamik eine wich-
tige Bedeutung besitzt — ich selber habe ilin schon zu wiederholten
Malen benutzt —, und da anderseits seine Richtigkeit. wie mir brief-
liche Mitteilungen aus Fachkreisen gezeigt haben. in Zweifel gezogen
wird. so scheint es mir von Wert. einen Beweis dessclben zn verdftent-
lichen. Dies ist der erste Zweck der folgenden Arbeit.

Sodann habe ich versucht. den Satz so zu erweitern. da er auch
vom Standpunkt der Quantentheorie aus die nétigen Anhaltspunkte zur
Bestimmung des stationéiren Zustandes liefert. Hier ist allerdings ein
Vorbehalt zu machen. Wenn man sich auf den Standpunkt stellt, dal
die Quantentheorie nur ganz bestimmte. dic sogenannten »statischen «
Zustinde der Systeme, z. B. bestimmte Rotationsgeschwindigkeiten. be-
stimmte Amplituden, zuliBt. so ist ein Satz. wie der hicr in Rede
stehende, iiberhaupt sinnlos, da dieser ja von kleinen Zustandséinde-
rungen handelt und solehe gar nicht eintreten kénnen. wenn der Zu-

t A, Emstein. Ann. d. Phys. 19, S. 37, 1900.
* A. Fokker, Ann. d. Phys. 43. 8. 812, 1914.
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stand schon von vornherein durch eine Quantenzahl festgelegt ist. Dann
handelt es sich vielmehr immer nur um endliche Springe von cinem
statischen Zustand in einen anderen. und fiir solche versagt die in un-
serem Satz angewendete Betrachtungsweise von vornherein.

Nimmt man aber an. daBl nach der Quantentheorie dic Vorginge
der Einstrahlung (Absorption) ganz nach den Gesetzen der klassischien
Theorie verlaufen, und daB nur die der Ausstrahlung (Emission) ge-
wissen Quantenforderungen geniigen. so erweist sich der Einstein-
Foxkersche Satz als ungemein niitzlich. Diese Voraussetzung ist nun,
wie in meinen letzten Arbeiten {ber diesen Gegenstand, so auch hier
gemacht worden. Ieh will damit nicht behaupten, dafi ich dieselbe
far physikalisch zutreffend halte: ja. es gibt eine Reihe von Erschei-
nungen, welche vielmelr dafiir zu sprechen seheinen, dafl die Zustinde
der Systeme sich nur sprungweise dndern kénnen. Aber es ist mir
trotz aller Bemithungen noch nicht gelungen, cinen entscheidenden Be-
weis fir die Unzulissigkeit stetiger Zustandsinderungen aufzufinden.
im Gegenteil haben sich bei niherer Prifung einige der fraglichen Er-
scheinungen als vollstindig erklirbar durch die klassischen Absorptions-
gesetze ergeben. wnd ich glaube daber an diesen so lange festhalten zu
sollen, als sich aus ihnen kein direkter Widersprucl mit der Erfahrung
ergibt. und zwar um so mehr. da dies der sicherste Weg sein diirfte.
um tber die Grenzen der Giiltigkeit der klassischen Theorie vollstindig
ins klare zu kommen.

Wenn somit die Gesetze der Einstrahlung auch von dem hier ver-
tretenen quantentheoretischen Standpunkt aus ihre Gultigkeit behalten,
so wird anderseits fiir die Emission die Aufstellung einer besonderen
Hypothese erforderlich, fiir die ich eine Fassung entwickelt habe (§ 10),
die mir fiir die bisher von mir behandelten Fille ausreichende Dienste
gelcistet hat.

SchlieBlich habe ich den Emxstei-Foxkerschen Satz noch erweitert
(§ 12ff.) auf den Fall, daBl der Zustand eines jeden der Systeme nicht
von einem einzigen. sondern von zwei oder beliehig vielen Parametern
abhiingt.

§ 1.

Wir denken uns eine groBe Anzahl N vollkommen gleichheschafte-
ner, voneinander unabhingiger molekularer Systeme unregelmiBig im
Raume verteilt. Jedes einzelne dieser Systeme sei in einer gewissen
Bewegung begrifien, deren Energie von einem einzigen Parameter ¢
abhiugt, in der Weise, dal die Energie zugleich mit ¢ cindeutig von
0 bis co anwiichst. Man denke z. B. an die Geschwindigkeit eines
auf einer festen Geraden bewegten Punktes oder an die Drehungs-

36*
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geschwindigkeit eines um eine feste Achse sich drehenden starren Kor-
pers oder an die Energie eines einfach periodisch schwingenden Oszil-
lators. Dann wird in jedem Augenblick in der ganzen Menge von
Systemen eine bestimmte » Verteilungsdichte« W(g) herrschen: d. h. die
Anzahl derjenigen Systeme, deren Parameter gerade in diesem Augen-
blick zwischen ¢ und ¢+ dg liegen. wird dargestellt werden durch
einen Ausdruck von der Form

N ‘V(‘I)d‘], (I)
wobei:

r\V(q)dq =l & (1a)

o

Man kann W(g)dg auch als die Wahrscheinlichkeit dafiir bezeichnen.
daB der Parameter eines in dem betreffenden Augenblick belicbig her-
ausgegriffenen Systems zwischen ¢ und ¢+ dg liegt. Wir setzen die
Funktion W(¢) im folgenden zuniichst als stetig und als differentiier-
bar voraus.

Da die Systeme sich unabhingig voneinander bewegen. so bleibt
beim Fellen iuBlerer Einwirkungen die Encrgic und somit auch der
Parameter ¢ jedes einzelnen Systemes zeitlich konstant. und die Ver-
teilungsdichte W(g) #indert sich nicht wmit der Zeit.

Nun wollen wir uns aber jedes der Systeme gewissen sehr kleinen
schnellen unregelméBigen Storungen (dureh Stiofle, durch Bestrahlung)
ausgesetzt denken. welche die Werie der Parameter verindern: und wollen
nach der Verinderung fragen, welche diese Stérungen in der Verteilungs-
dichte hervorrufen. innerhall eines Zeitintervalls von ¢ bis ¢+ 7, wel-
ches so klein ist, daB der Parameter ¢ eines einzelnen Systems sich
wahrenddem nur sehr wenig &ndert. aber doch anderseits so grof3.

d
dall der Differentialkoeffizient d;l wiithrenddem mehrmals sein Vor-

zeichen wechseln kann.

Eine anschauliche Ubersicht iiber die gleichzeitigen Zustéinde aller
Systeme und ihirer Verinderungen 14t sich gewinnen, wenn man den
Zustand jedes einzelnen Nystems zu irgendeiner Zeit durch einen Punkt
mit der Abszisse ¢ auf’ einer gemeinsamen festen Koordinatenachse dar-
stelit. Dann ist die Verteilungsdichte W(g) der Systeme in irgend-
cinem Zustand gleich der Dichtigkeit, mit welcher die Systempunkte
auf der Achse angeordnet sind. und die Anderung des Zustandes wird
durch die Bewegungen aller dieser Punkte bedingt. Nach den oben
gemachten Voraussctzungen sind die betreffenden Bewegungen klein
und unregelmiBig. . h. die in der Zcit = cintretende Anderung von g.
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die wir mit r bezeichuen wollen, ist klein gegen ¢. wiihrend ander-
/ i .oy .
seits r keineswegs gleich T -7. auch nicht anndihernd. gesetzt wer-
f
den dart.
3 2.

Natiirlich ist die »Verschiebuung« » des Pavameters ¢ fiir ver-
schiedene Systeme. auch wenn sie zur Zeit 7 genau densclben Wert
von ¢ besitzen. giinzlich verschieden. und zwar wird unter N solchen
Systemen die Anzahl depjenigen. deren Verschiebung zwischen » und
r+dr liegt, gleich sein:

N, (ndr, (2)

wobei:
+ I

[«p,,um/r e (3)
I
Hier bedeutet /¥ den Betrag der griiten Verschiebung. die iiberhaupt
in der Zeit 7 vorkommen kaun. wobei nach der obigen Voraussetzung:
R < ) - {4)

Von der Funktion ¢,(r) wissen wir nur das eine, dal} ihr Wert
mit wachsendem |/| sehr schnell abnimmt, wihrend sie sich mit ¢
weniger stark oder iberhaupt nicht dindern wird. Wir setzen ¢, (r)
als nach q differentiierbar voraus: iber die Art der Abhiingigkeit von
r enthalten wir uns jeder niiheren Voraossetzung.

N 3-

Zur Losung der im § 1 gestellten Aufeabe wollen wir nun die
Knderung berechnen. welche die Verteilungsdichte W(g) fiir einen be-
stimmten Wert von ¢ in der Zeit 7 erleidet. Zu diesem Zwecke fassen
wir alle Systempunkte ins Auge. welche sich zur Zeit ¢ in einem Ab-
schnitt (g. dq) befinden. der so schmal gewihlt ist. daB oy selir klein
ist gegen den mittleren Betrag von |r|

Dann werden nach Ablaut der Zeit 7 so gut wie alle diese Punkte
den hetrachteten Abschnitt verlassen haben.

Dafiir sind nach Ablauf derselben Zeit aus benachbarten Absclitten
eine Anzahl Punkie in den betrachteten Abschnitt (g. dg) iibergetreten.
und diese gilt es jetzt zu berechnen.

Wir wiihlen zur Betrachtung aus irgendeinen benachbarten Ab-
schnitt (g". dg’), so zwar, daB dq’ sehr klein ist gegen dg. In diesem
Abschnitt. hefinden sich zur Zeit # nach (1)

N' = N-W(ghdq' (4a)
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Systempunkte. "Von diesen V' Punkten werden nach Ablauf der Zeit
alle diejenigen sich im Abschnitt (g. dq) befinden, deren Verschiebung
r zwischen g-¢’ und ¢+ dq—-q’ liegt, also nach (2)

N lqg-¢)-dg = N-W(g')-dg" - ¢p,-(qg-q')-dy. (4b)
und demzufolge erhiilt man die Gesamtzahl der aus allen henachbarten
Abschnitten in den Abschmitt (¢. dq) lbergetretenen Punkte. indem
man den letzten Ausdruck diber ¢ von ¢ - R bis g + R integriert. also:

7+ R
Ndg- f Wig")- ¢ lqg-9)-dq. (40
PR
oder. wenn man statt ¢’ als Integrationsvariable r = g-¢’ einfiihrt:
+ &
AVrIq-f“’(l/—r)-q),,_,(r)-dr. (5)
-r
Dieser Ausdruck gibt die Zahl der Systempunkte, welche sich zur Zeit
t+7 in dem Abschnitt (g, dg) befinden.
Also ist nach (1) die gesuchte Anderung. welche die Verteilungs-
dichte W(g) in der Zeit 7 erlitten hat:

+ K
dW o .
e~ I Wig—ry-¢,_.(r)-dr —Wi(g). (6)

2

Hier koénnen wir schreiben:

g . 0 - L ¥
Wig- P, A1) Wig)p,(r)—-r a—q ‘Wi - P, (r)} + 3 ,d—’lx Wy - ¢, (r)}
und erhalten durch Einsetzen in (6) mit Beriicksichticung von (3):
oW 0 N @R
et = — — (W(g)- )+ s (W) - 72). 5
ot " aq'( @-r) 81]“( 1) %
wobei zur Abkiirzung gesetzt ist: die mittlere Verschichung
+
{1‘4),,(1‘)0’1" - (8)
S

und das mittlere Verschiebungsquadrat
+K
f}‘2¢q(l')l/1‘ = 77, . (9)
-R
Fiwr die Bedeutung der Gleichung (7) ist der Umnstand charakteristisch.
dai die beiden Glieder auf ihrver rechten Seite von gleicher Grofen-
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ordnung sein konnen und auch im allgemeinen sein werden. trotzdem
r klein ist gegen ¢. Dies wird dadurch bedingt, dafl r groll ist
vegen (r)°. oder. was dasselbe bedeutet. daB der Mittelwert 7 von
kleinerer GroBenordnung ist als die Einzelwerte . Daher sind die
positiven Werte von » nahezn ebenso hiuflig wie die negativen. oder:

b =1 = P (1) KL Py (7). (ga)

§ 4.
Fir den stationdren Zustand der ganzen Systemmenge ver-
schwindet der Ausdruck (7) und es folgt durch Integration:

G
Wiy)-r- (q) - re A
] (g)-r 33 3 (\\ (q)-rz) const. (10)

Der Wert der lutegrationskonstanten ergibt sich, falls Wiy) und ¢ "; @)
stetig sind. wie das in der klassischen Theorie als selbstverstindlich
vorausgesetzt wird. unmittelbar aus dem Wert fiir ¢ = 0o . fiir welehen
wegen (1a) Wi(g) 0 ist. also:

Wigr- L 2 (wig).m) = 0. ()
Gl

Im Gegensatz zur klassischen Theorie verlangt aber die Quanten-
theorie auch die -Beriicksichtigung des Falles, daB die Verteilungs-
dichte W(y) fiir gewisse singuliire Werte von g unstetig wird. und
dann kaun man uicht ohne weiteres schlieBen, daB die Integrations-
konstante in (10) gleich Null ist. Vielmehr gelten dann alle vor-
stehenden Rechnungen nur innerhall) je eines Gebietes der ¢ . welehes
zwischen zwei aufeinander folgenden singuliren Werten liegt. und
heim Ubergang aus einem Gebict in ein anderes wird die Integrations-
konstante zugleich mit W(g) einen Sprung erleiden.

Wenn die Integrationskonstante in (10) nicht gleich Null ist. so
heit dies. dall zwar die Anzahl der in einem bestimmten Abschnitt
(q. d¢) befindlichen Systempunkte sich mit der Zeit nicht dndert. daff
aher durch eciue hestimmte Stelle ¢ des Abschnitts in der Zeit = mehr
Systempunkte nach der einen Seite als nach der anderen Seite hin-
durchtreten.  Dann zeigt sich also in dem betreffenden Abschnitt als
Resultat _aller Verschiebungen » auBer dem »Diffundieren« auch ein
gleichmiBiges »Stromen« aller Systempunkte nach einer bestimmten
Seite. und der Wert der Integrationskonstanten entspricht dem Betrag
dieser Stromung, wie sich natirlich auch durch eine direkte Berech-
nung ergibt (3 3). .
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Die Aufrechterhaltung des stationiren Zustandes in der ganzen
Systemmenge erfordert dann, dafl die an den singuliren Stellen be-
findlichien Systempunkte gewisse Spriinge ausfithren. d. h. plétzliche,
gegen ¢ endliche Anderungen ihres Parameters ¢ erleiden, welche der
Richtung der Stromung entgegengesetzt sind und deren Einflu wieder
kompensicren. Nur wenn derartige endliche Spriinge ausgeschlossen
sind, darf man. wie unmittelbar einleuchtet, die Behauptung aut-
stellen, daB im stationiren Zustand die beschricbene Stromung nicht
vorhanden sein kann, woraus dann. eutsprechend dem Werte Null
der Integrationskonstanten. die Gleichung (11) folgt.

§ 5

Zur Vervollstéindigung der vorstehenden Uberlegungen berechnen
wir jetzt divekt die Anzahl P der Systempunkte. welche in der Zeit =
eine bestimmte Stelle g in der Richtung wachsender g iiberschreiten, oder
genauer gesprochen: die Anzahl derjenigen Systempunkte, deren Para-
meter zur Zeit / kleiner, zur Zeit £ + 7 aber groBer als ¢ ist, vermindert
um die Zahl derjenigen Systempunkte, deren Parameter zur Zeit ¢
arofler, zur Zeit ¢ + 7 aber kleiner ist als ¢. Dabei kann es natiirlich
sehr wohl vorkommen, daf ein Systempunkt im Verlaufe der Zeit 7
dic Stelle ¢ mehrmals in verschiedenen Richtungen iiberschreitet.

Zu diesem Zwecke fassen wir wieder. wie im § 3, einen unend-
lich kleinen Abschnitt (¢°, d¢’) und die zur Zeit # in ihm befindlichen
N Systempunkte ins Auge, wobei X’ durch (42) gegeben ist. Zuniichst
sei ¢" kleiner als ¢. Dann werden von diesen N~ Systempunkten nach
Ablauf der Zeit = alle diejenigen jenseits der Stelle ¢ liegen, deren
Verschichung r zwischen ¢ — ¢’ und R liegt: ihre Anzahl ist

R K

N’ftp,[.(r)d'i‘ - NW( )y’ -f(])q.(r)d/'.
7=5" -9

Daraus ergibt sich die Anzahl aller Systempunkte, deren Parameter

zur Zeit ¢ kleiner, zur Zeit ¢+ 7 groBer ist als ¢, durch Integration

iiber ¢ von g— R bis ¢ zu:

7 R ; "
i\'f \l'(q')rlq'fq),l.(r)dr = N In’q’f“’(q’)(p,l.(r)rlr = P, (12)
y=-K y-q" 1=k qtg

und ebenso die Anzahl aller Systempunkte. deren Parameter zur Zeit ¢
groBer, zur Zeit ¢ + 7 kleiner ist als g:
Ferld gl
N qu'f“’(q’)q;,i.(r)r{r — (13)
‘R

1
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woraus schlieflich durch Subtraktion die gesuchte Zahl

i -0, (14)
folgt, welche ein Mafd abgibt fiir die einseitive Stromung der System-
punkte an der Stelle 4 in der Richtung wachsender ¢.

Die. Ausdriicke fiiv I’ und P, lassen sich auf eine hequemere
Form bringen. Wenn wir nimlich statt ¢ die Integrationsvariable
q—¢ = z einfilhren. so ist nach (12):

i FoO&
2 N (dp ' Wiy s, Ardr

0

oder, da:

| \ oG e
W (g - F)‘/"/— () W\ (@, ¢ 5 - { I\ () - b, (r) : .
r 3 I3 ’

o “ ) 3
2 N ‘ d: f Wip g, (ndr— N {n’:: {.] AW(qp)- b, () e
\ ) i Kl L)

" F o

Nun formen wir die heiden Integrale nach ¢ durch partielle In-
tegration um, das erste nach dem Schema:

i W £ il
Jdﬂ j fodr = [ P f ./'(r)drl i [ pf(p)de
¥ ¢ ¢ D

das zweite nach einem ihnlichen Schema, und erhalten dadurch, da
die dabei auftretenden bestimmten Integrale verschwinden:
r

R
e . . 9 ;
N — W ’(lp~:-\\ () -, Lo) - N fn’g.r'; 5 '(Tri {W(9) p,(p)} e

Ebenso aus (13) durch entsprechende Umformung:

o o

y : S
P,=-N J de-2-W(Q) -, c) + N j de - p? %{Vl (P, (c)yds,

und endlich nach (14). mit Benutzung von (8) und (9g):
& NWg)r e W(g)re 5
; (‘Il'*gg’{( (nr). (15)

in Ubercinstimmung mit dem in § 4 gezogenen SchluB. daf die In-
tegrationskonstante in (10) der Anzahl der Systempunkte entspricht.
welche wiihrend der Zeit + im ganzen die Stelle ¢ in der Richtung
der wachsenden ¢ iiberschreiten. Ist diese Zahl gleich Null, so ergibt
sich wieder die Gleichung (r1).
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§ 6. ‘

Ein dritter. rechnungsmiBig noch einfacherer Weg zur Ableitung
der Gleichung (11) fiir den stationiiren »stromlosen« Zustand ergibf
sich aus der Bedingung, daf3 die Zaht derjenigen Systempunkte, welche
zur Zeit £ im Abschnitt (g, dq), zur Zeit /47 aber im Abschnitt
(q°; dg’) liegen, gleich ist der Zahl derjenigen Systempunkte, welche
zur Zeit / im Abschnitt (¢, dq’), zur Zeit #-4 7 aber im Abschnitt
(g, dq) liegen. Diese Bedingung, welche fir den stromlosen Zustand
offenbar notwendig und hinreichend ist, lautet nach (4b):

NW(pdy- ¢>V(r]'— 9dy’ AY “'l't]') dy - b,y - q)dyg

oder. wenn man ¢° g+ r setzt:

Wigho, ) Wig+ N (=7) = Wighp,(~r) + a—(, (Wi, (- 11}

Folelich:
X 6 oo
W) -1, ) == 1)} = o {Wig)-r ¢, (-n}.

Multipliziert man heide Seiten dieser Gleichung mit 7 und integriert
dann iiber » von r = o bis r = K hei konstantem 4. so ergibt sich
mit Riicksicht darant. dald

o g ,
‘ I, (- rydr — “‘ 1'(1),(1‘)/#.
: A

v X

und daB nach (9a) ‘bis aut Glieder von klemerer GroBenordimng:’

/3 + A
-
[1'“(])7(«—/')41)' = ’7"‘([),,(/')/7’1'.
- .
die Beziehung:
R + R
Y ; / [ w '(Z(Hi
q) - | v, (r)dr == g = el 5
. ,)JR,.;,,(:), 3| v 2 J! o |

identisch mit der Gleichung (11).
Dies Verfahren fihrt unter allen wohl am direktesten zum Ziel.
seine 'Anwendbarkeit ' besehriinkt sich aber anf den stromlosen Zustand.

§7-
Die 'allgemeine Formel (7) lilit sich auch anwenden in dem Falle.

daBl der kleinen unregelmiBigen Verschiebung » von wechselndem Vor-
seichen eine andere kleine regelmiBige Verschiehung 7° von konstantem
t .
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Vorzeichen beigesellt ist. welche fiir alle Systeme mit dem nédmlichen ¢
den niimlichen Wert besitzt, so wie sie z. B. durch irgendeine konstante
Kraft (Schwerkraft) oder durch irgendeine Art von Diampfung bewirkt
werden kann. Dann hat man in (7) einfach » 4 r’ statt » zu setzen.

und erhilt, da die Glieder mit 72 = 2"* and mit rr° — »'r gegen die
itbrigen verschwinden:

oW o \ 1 o .0 W(g)

U = e e (W) e) e

i dq( )+, (]{],_,( () 72) =2 3 (16)

withrend die Gleichune (11) fitr den stationiiren Zustand sich verall-
gemeinert zu:

1
Wipr+ Wi - ,()"7,(\&/(,,),-1) — 0. (17)

Fiir den speziellen Fall. daB " die in der Zeit 7 durch Dimpfung be-
wirkte Abnahme von g hedeutet. also » = — f{g)7. ist dies genau die
von Fokker a. a. O. mitgeteilte Gleichung.

§ 8. __

Wihrend nach der klassischen Theorie der Parameter g eines
Systems sich mit der Zeit durchaus stetig. wenn auch unregelméBig
dndert, wird in der Quantentheorie, wie schon erwihnt, angenommen,
daB fiir bestimmte singulire Werte des Parameters g die Systeme eine
wewisse Anomalie zeigen, welche sich dahin fiuBert, daB in dem Werte
von.qg ein pldtzlicher Sprung eintreten kann. Es macht aber, wie schon
aus den Betrachtungen des § 4 hervorgeht. fiir die Bedingungen des
stationiiren Zustandes einen wesentlichen Unterschied, ob der Betrag
dieses Sprunges, den wir mit » bezeichnen wollen, von derselben GréBen-
ordnung wie ¢ ist oder ob er. ehenso wie die Verschiebung 7 in der
Zeit 7, klein ist gegen ¢ .

Wir wollen im folgenden. im AnschluBl an die in der Einleitung
vemachten Ausfiihrungen. uns auf die Voraussetzung heschrinken, dafl

s<<yg. (18)

Dann dirfen wir nach- der am Schlul des § 4 gezogenen Folgerung
im Falle des stationdiren Zustandes dic Gleichung (11) bzw. die Glei-
chung (17) im allgemeinen als erfiilllt annehmen. Der Unterschied der
Quantentheorie gegeniiber der klassischen Theorie besteht dann nur
darin. daf an den singuliren Stellen wegen der dort stattfindenden
Spriinge s die Verteilungsdichte W(g) Unstetigkeiten erleidet. fiir welche
besondere Grenzbedingungen erfordert werden.

Die weiteren Betrachtungen sollen sich auf den Fall beziehen.
daB die Spriinge. welche die Parameter ¢ der einzelnen Systeme an
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den singuldren Stellen ausfiihren kénnen, durch Emission von Energie
in der Form elektromagnetischer Strahlung verursacht werden. und
daB diese Spriinge bei allen Systemen wmit dem néimlichen ¢ die nim-
liche GroBe s besitzen. Da 4 mit wachsender Energie wichst. so wird
durch den Sprung s der Wert von g verkleinert. Die GréBenordnung
von < kann mit derjenigen von r. bei passend gewihltem +. als iiber-
einstimmend angenommen werden. wihrend dann natirlich » von klei-
nerer GroBenordnung ist als s N

<<~ (19)

Die singuléiren Stellen wollen wir mit

USSR I A AP AR
bezeichnen und die durch sie auf der ¢-Achse abgegrenzten aufein-
ander folgenden Abschnitte. welche wir die »Elementargebiete« nennen.
chenfalls durch die Ordnungszahlen 0. 1.2...5,-- charakterisieren.
Dann erstreckt sich das Elementargehiet # von ¢ — ¢, bis ¢ = q,,,.
Innerhalb eines Elementargebiets findet keine Emission statt, hier

ist also W(y) und seine Differentialkoeffizienten stetig. Dagegen zeigt
W(g) an der Grenze zweier Elementargebiete eine Unstetigkeit. Be-
zeichnen wir die Verteilungsdichte im Elementargebiet 2 mit W,(g).
50 ist die (esamtzahl aller Systempunkte, die sich im Elementarge-
biet » befinden. nach f1):

hli:l

N | Wiqdg = N-w,. (20)

T
Die GroBe w, nennen wir die » Verteilungszahl« der Systempunkte im
Elementargebiet . Die Summe aller Verteilungszahlen ist:

S, =1. (21)
22

Zur Aufstellung der Grenzbedingungen an der Stelle ¢y — ¢, fiir
den stationéiren Zustand denken wir uns zunichst den Uberzang aus
dem FElementargebiet » -1 in das Elementargebiet » nicht plétzlich,
sondern durch eine sehr diinne. aber endliche UThergangsschicht ver-
mittelt. so daB W(y) durchweg als stetig. wenn auch innerhalb der
Ubergangsschicht als stark verinderlich mit ¢ angeschen werden kann.
Dementsprechend nehmen wir die Emission, ganz im Sinne der klas-
~sischen Theorie. zuniichst nieht plitzlich und nur in dem einen Punkt ¢, ,
sondern mit endlicher Geschwindigkeit innerhalb der ganzen Ubergangs-
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schicht erfolgend an und bezcichnen mit »* (negativ) die in der Zeit 7
durch Emission bewirkte Abnahme von ¢.

Dann gilt fir jeden Punkt der Ubergangsschicht die Fokxersche
Gleichung (17). also. mit Beriicksichtigung von (19):

1
2

. d _
Wig)-r ~—(W(g)-72) = 0.
(@) A a7
Diese Gleichung integrieren wir iiber die ganze Ubergangsschicht zwi-
schen den beiden Elementargebieten - 1 und # und erhalten daraus:

1 . o -
575(“n_.('/,,) U0 = I rWigdg. (22)

wo 72 den Wert von 7°, der ja stetig von g abhiingt. fiic ¢ - ¢, be-
zeichnet. wihrend W, und W, die Werte der Verteilungsdichte in
den Elemeuntargebieten » —1 und # an der Grenze ¢ = ¢, angeben.

Der Ausdruck auf der rechten Seite von (22) hat eine leicht an-
schauliche Bedeutung. Da nimlich NW(g)dgy die Anzahl der in der
unendlich diinnen Schicht d¢ befindlichen Systempunkte darstellt. so
erhilt man durch Multiplikation dieser Zahl mit »* die Summe aller
Verschiebungen. welche diese Systempunkte vermoge ihrer Emission
in der Zeit 7 erleiden und durch die vorgeschriebene Integration dic
Summe simtlicher in der betrachteten Ubergangsschicht in der Zeit +
durch Emission bewirkten Verschiebungen.

Machen wir nun den Grenziibergang und ersetzen die imnerhalb
der Ubergangsschicht mit endlicher Geschwindigkeit erfolgenden Ver-
schiebungen " durch plitzliche Spriinge s, an der bestimmten Stelle
¢, so stellt die rechte Seite von (22). mit .\ multipliziert, die An-
zahl siimtlicher bei ¢, in der Zeit + erfolgenden Spriinge dar. die wir
daher mit .\'-an bezeichnen wollen. Nomit. erhalten wir:

1 - .
(WO (g =W =" &, - (23)

Dies ist die gesuchte Grenzbedingung. welche den Ubergang von dem
Elementargebiet # -1 zum Elementargebiet « vermittelt.
Im stationdiren Zustand ist W,_, > W, . wie natiirlich.

§ 10.

Damit aber die Grenzbedingung (23) zur Berechnung von W(g)
nutzbar werden kann. ist noeh die Einfilhrung einer besonderen Hy-
pothese iiber die GroBe des Ausdrucks auf der rechten Gleichungs-
seite erforderlich. Eine solche Hypothese wird nahegelegt durch den
allgemeinen. sowohl bei der Wirmestrahlung als auch in der Mole-
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kularkinetik bewihrten Erfahrungssatz, daB fir groBe Energien, also
fir hohe Ordnungszahlen n. die Folgerungen der Quantenhypothese
iibereinstimmen mit denen der klassischen Theorie. Nach dieser Theo-
rie emittieren siimtliche N Systeme fortwiihrend. und erleiden dadurch
in der Zeit 7 eine in bekannter Weise zu herechnende, der GroBe
von 7 proportionale Almahme ihres Parameters ¢, deren Betrag wir
daher, wie oben in § 7 am SchluB, mit f(g)-7 bezeichnen wollen.
Dann ist die Summe der in der Zeit + durch Emission bewirkten Ver-
schiebungen aller urspriinglich im Elementargebiet n. also zwischen
g, und ¢, ., befindlichen Systempunkte:

n+1

Wo7 f Wolg)- fly) ey . (24)
n

Hier kaun man tir hohe Ordnungszalhlen n ohne merklichen Fehler
den Wert von W,(¢) und ebenso den von f(g) innerhalb der Inte-
grationsgrenzen als konstant betrachten, weil nach den Gesetzen der
Quantenteilung fir hohe Ordnungszahlen ¢,,,— ¢, klein ist gegen ¢,.
Dadurch vereinfacht sich der Ausdruck (24) zu:

Ver Woda) - £(9.) - (@usr — 42) (25)

oder auch. da die grole Zahl » als stetig verinderlich hetrachtet
werden kann:

Y , " lq,
Nz Wotg) Sl (252)

Diese Form besitzt vor (25) den wichtigen Vorzug, daB sie, ebenso
wie W.dg, allgemein invariant ist in bezug auf die Wahl des Zu-
standsparameters ¢ .

Soll nun fiir hohe Ordnungszahlen die Emission nach der klas-
sischen Theorie iibereinstimmen mit der Emission nach der Quanten-
theorie, so muBl fiir hohe Ordnungszahlen die rechte Gleichungsseite
von (23) iibergehen in den durch .\ dividierten Ausdruck (z5a):

s = 1) W(g)- ‘q".
woraus nach (23) als Grenzbedingung folgt:
1 : 3 .o dy,
5 (Wl i(g) - Wo(q.)) = =flg)Walg) - (26)

Die Hypothese. die wir einfithren, um die Verteilungsdichte aller Sy-
steme im stationiiren Zustand vollstindig zu berechnen, besteht nun
darin. dafl die Gleichung (26) ganz allgemein. fir alle Ord-
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nungszahlen #. als giiltig angenommen wicd. Dabei ist der Dif-
de Vel Mg

terentnll\oe(hﬂent 7]17' natiirlich so zu verstehen. daB « bei der Aus-
n i

fithrung der Differentiation als stetig veriinderlich behandelt wird.

dr1.

Die Bestimmung des stationdiren Zustandes fiir eine grofle Anzahl
N von Systemen, die sich in einem gegebenen Strahlungsfelde be-
finden. vom Standpunkt der Quantenhypothese gestaltet sich demnach
folgendermaBlen: Zuerst werden aus den Gesctzen der Einwirkung der
Strahlung auf ein einzelnes System die Werte von » und 2 ganz nach
den Gesetzen der klassischen Theorie abgeleitet (Kinstrablung). Dann
kann man dic Gleichung (11) fir das Innere je eines Elementargebietes
integrieren, und erhiilt dadurch W fiir jedes Elementargebiet als Funk-
tion von ¢, bis auf eine besondere fur das Elementargebiet charak-
teristische Integrationskonstante. Diese Integrationskonstante ergibt
sich aus der Bedingung (26) fiir die Grenze je zweier Elementarge-
biete, da die Funktion f{g), die Emission der klassischen Theorie.
als bekannt vorauszusetzen ist.

So entspricht jedem beliebig gegebenen Strahlungsfelde eine ganz
bestimmte stationiire Verteilungsdichte W (y) der darin befindlichen Sy-
steme, und man kann sich die Frage stellen. wie beschaffen das Strah-
lungsfeld sein muB. damit die entsprechende Verteilungsdichte Wi(g)
ubereinstimmt mit derjenigen. die man. ganz ohne Riicksicht auf die
Strahlung. auf thermodynamisch-statistischem Wege, aus der Bedin-
gung des Maximums der Wahrscheinlichkeit. bei gegebener Gesamt-
energie der Systeme findet. DaB sich daun fiir das Strahlungsfeld
die Energieverteilung der schwarzen Strahlung ergibt, habe ich bereits
fiir geradlinige Oszillatoren' und fiir rotierende elektrische Dipole mit
festen Achsen® gezeigt. Den entsprechenden Nachweis fiir den Fall
treier Drehungsachsen denke ich demnichst zu veriffentlichen.

12,

sy

Jetzt moge der Bewegungszustand ecines jeden der N gleichbe-
schaffenen Systeme von zwei unabhingigen positiven Parametern ¢
und # (z. B. Energie und Rotationsmoment) abhiéingig angenommen
werden. Dann ist auch die Verteilungsdichte von diesen beiden Va-
riablen abhiingig. in der Art. daBl die Anzahl der Systemnc. deren Pa-

' Sitzungsber. d. Berl. Akad. d. \ViSs 1915. S. 512,
* Ersrer-Gerrer-Festschrift. 1g15. 8. 313.
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rameter bzw. in den Gebieten (¢.dq) und (u, du) liegen, dargestellt
wird durch

N-Wiy,u-dgdu, (27)
wobei

f [W(q. uydgdu = 1. (28)

o 0

Die kleinen und unregelmiBigen Veriinderungen, welche durch dullere
Storungen in den Werten von ¢ und « hervorgerufen werden, seien
bzw. mit 7 und v bezeichinet. Dieselben lassen sich fiir alle V Systeme
unmittelbar versinnlichen durch die Verschiebungen von NV Punkten
mit den geradlinigen Koordinaten ¢ und % in einer gemeinsamen Ebene.
Wir fragen nach der Anderung, welche die Verteilungsdichte W an
einer bestimmten Stelle (¢, #) im Verlauf der Zeit 7 erleidet, und nach
den Bedingungen des stationiren Zustandes.

Von N Systemen. welche zur Zeit £ genau die nimlichen Werte
von ¢ und % besitzen. mdge die Anzahl derjenigen, deren Verschie-
bungen in der Zeit 7 bzw. zwischen » und » 4 d», r und ¢+ de¢ liegen,
gleich sein:

N, (r, 0)drdo, (29)
wobei
+.h' +!
’ fq;,,,,(r. )drde — 1. (30)

Py
Hier bedeuten £ und V' die Betriige der gréBten Verschiebungen, die
iiberhaupt in der Zeit + vorkommen kénnen, wobei nach der Voraus-

setzung
R<yq. V<u (31)

Von der Funktion ¢ wissen wir nur. daBl ihr Wert mit wachsendem
|#] und |z| schnell abnimmt. wihrend wir sie als nach ¢ und u
differentiierbar voraussetzen.

§ 13

Nun fassen wir alle Systempunkte ins Auge, welche sich zur
Zeit ¢ in dem Gebiet (dq.dwu) befinden, welches so klein gewihlt ist.
daB dg und du sehr klein sind gegen |s| und [v]. Dann werden
nach Ablauf der Zeit 7 wesentlich alle diese Punkte das betrachtete
Giebiet verlassen haben. Dagegen sind nach der Zeit 7 aus der Nach-
barschaft eine Anzahl Punkte in das (vebiet (dg ., du) iibergetreten. und
diese wollen wir jetzt berechnen. Zu dem Zweck verfahren wir genau
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in der Weise, wie es in § 3 fiir einen cinzigen Parameter geschildert
wurde, und erhalten so fiir die gesuchte Zahl der Systempunkte. welehe
sich zur Zeit 4+ in dem Gebiet (dg, du) befinden, ganz analog der
Gleichung (3¢):
:[+'l€ n+.l
Ndgdu ’ ‘ Wiy’ u')(j;?v”‘(q g, u—-u)dg' du’

« v
g—R u=1

oder, wenn man statt ¢" und « als [ntegrationsvariable » = ¢ 4" und
r = u—u einfiihrt:

+R 7
qu(luf { Wig-r.u-ne, .. (r,o)drde.
R S
Entwickelt man den Ausdruck hinter den Integralzeichen ebenso wie
in § 3 nach Potenzen von » und ¢ und integriert Glied fiir Glied.
so erhiilt man schlieBlich. ganz entsprechiend dem dortigen Resultat.
fiir die Anderung der Verteilungsdichte in der Zeit 7:

d ¢ gy 1 o d* 1 ¢
= - —(Wr)- — (Wi} 4+ —~ — (Wr2 —= Wre - pe
a’)( r) an‘ r) 5 aq,__( rz) + 'dz,du( ‘rll)+2 ,{)”.‘(“I e
wobei zur Abkiirzung gesetzt ist:
+I_€ +1
{ (7'4:,1,,(1'. ndrds = r,
oy T

und entsprechend fiir die anderen Grofen.

¥ 14.

Bezeichnet man als stationiiven Zustand einen solchen, bei
welchem die lokale Verteilungsdichte der Systeme sich nirgends mit
der Zeit dndert. so ist fiir das Bestehen des stationdiren Zustandes not-
wendig und hinrcichend. da3 in (32) die rechte Gleichungsseite ver-
schwindet.  Aber ein soleher Zustand 1Bt im allgemeinen noch ein-
seitige Stromungen zu. néimlich Bewegungen zyklischer Art. bei denen
die Systempunkte in geschlossenen Balmen zirkulieren, so daB in jedes
(zebiet ebensoviel Systempunkte von einer Seite eintreten. wie nach
einer anderen Seite aus ihm austreten. Der Betrag dieser Stromung
liBt sich durch ¢ine der in § 5 angestellten dlmliche Betrachtung er-
mitteln. Beim thermodynamisch-statistischen Gleichgewicht scheinen
aber -derartige Strémungen nicht vorzukommen.

Zur Aufstellung der Bedingungen des »stromlosen« Zustandes ist
es am einfachsten, den Satz zu benutzen, dal je zwei Gebiete sich

Sitzungsberichte 1917. 37

(32)
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stets gleichviel Systempunkte gegenseitig zusenden, oder, genauer ge-
sprochen. daB die Zahl derjenigen Systempunkte, welche zur Zeit ¢
im Gebiet (dy.du), zur Zeit t-+7 aber im Gebiet (dg’. dw’) liegen,
gleich ist der Zahl derjenigen Systempunkte, welche zur Zeit ¢ im Ge-
biet (dq’, du’), zuar Zeit £+ 7 aber im Gebiet (dq,dw) liegen. Die
mathematische Formulicrung dieser Bedingung ergibt sich ganz analog
dem im § 6 cingeschlagenen Verfahren als die folgende:

Wig, &)-¢,uly —q.w' —u)y — Wig' , u')- ¢, g—y ,u-u')
oder, wenn gesetzt wird:

g =qg+r, W= u+c.

Wig, u) -, ) — W(g+r,wt0)- g, - r.~0)

! O
Wiy, ap-p, (~r. r)+ I'W {W(y.a)- Ppul-r, —0)}

5
+ooa WWlg.0)- ¢ (-7, -0)}.

Daraus. wenn wir von jetzt an zur Abkiirzung die Indizes y und w
iiberall fortlassen:

g d a 9 :
Wao(r, )= (-r, n)}::—all e W Pl -r)) G {e-W.p(=r,-n).

Multipliziert man beide Seiten dieser (:leichung mit » und integriert
dann iber r von 0 bis R, iiber » von 0 his V hei konstantem g
und #. so ergibt sich mit Riicksicht darauf, daB

R 0

(1]
f f.r-q)(—r, —v)drde = f fr-qdr, rydrdr,
o 0 oy R
und daB auf der rechten Seite ohne merklichen Fehler
Ol{—r.—v) =&(r.n
gesetzt werden kann:

1 d 1 d -
fp = o E Wiro).
W, 2,()(,(\1;)4-28%(‘11)
Ganz ebenso erhiilt man: (33)
e 1 @ -
We = 2 3¢ (W) + > 3&(W1?l)

Diese beiden Gleichungen geben die notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir den stromlosen Zustand. Sind sie erfiillt, so ist not-
wendig auch der Ausdruck (32) gleich Null, was man in der Tat so-
gleich erkennt, wenn man die erste Gleichung nach ¢, die zweite nach u
differentiiert und dann die Gleichungen addiert.
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Y 15.

Die im vorstehenden entwickelten Siitze lassen sich leicht aut
den Fall beliebig vieler unabhiingiger Parameter ¢, . 4., .... aus-
dehnen. es wird daher gentigen. hier einfach die Resultate auszu-
sprechen, mit gleichzeitiger Angabe derjenigen auf einen einzigen Para-
meter ¢ beziiglichen Nitze. deren Verallgemeinerungen sie darstellen.

Die in der Zeit + eintretende Anderung der Verteilungsdichte
Wi(q, 4, . ..) bestimmt sich aus der Gleichung:

JW 9 3 a
B o e (W)= o (W o we
7 T a’[.‘ r) a{h( ry) dqﬁ(\ilz)
R e
dq.0q gl . NP L i . N " ...
dqo0q. ' n'lld'lx‘ 1)) a’h()'ln( i) 2k (341
l ax I r“-‘ l n\'
+ 5 ga(Wrt e (AF182= ) IR S ) SR
b g Nty gttty gt i

als Verallgemeinerung der Gleichung (7).

Fiir einen stationdfiren Zustand verschwindet der Ausdrueck (34).
Soll aber der Zustand nicht nur stationiir, sondern auch »stromlos«
sein, so sind folgende Bedingungen notwendig und hinreichend:

1 d 19 4 . @) [ )
Wr = — —(Wn S (oo pal S e
[ 5 97.( ) 4r 3 3’12( ror) + % a’I:(\‘h,y:)+
i~ s | R (35)
= (W7 + 5 a— (Wil 5 o~ W T, 3
T T g TRy g

als Verallgemeinerung der Gleichung (11). [Ihre Erfiillung bewirkt
natiirlich auch das Verschwinden des Ausdrucks (34).

Wenn den unregelmiBigen Verschiebungen r, r,. r. ... von
wechselnden Vorzeichen andere regelmiBige Verschiebungen ry . ry, ry. ..
von konstanten Vorzeichen heigesellt sind (vel. § 7). so treten in den
Formeln (35) fiir den stationiiren stromlosen Zustand nur noch die
Glieder W, Wr,, Wri, ... auf den linken Gleichungsseiten hinzu.
als Veralleemeinerungen von (17): die rechten Seiten bleiben ganz
unverindert.

Die Verwertung dieser allgemeinen Formeln fiir die Bedirfnisse
der Quantentheorie zur Aufstellung der Bedingungen an den Grenzen
je zweier Elementargebiete mége hier noeh unterbleiben.

Ausgegeben am 24, Mai.



